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AVERTISSEMENT 

DU TRADUCTEUR 
SUR LA SECONDE ÉDITION. 



La première ëditioa de la traduction 
de la Géométrie du Compas , qui parut 
en 1798 , fut très recherchée à cette épo- 
que ; elle est épuisée depuis plusieurs an- 
nées , et les amis des Sciences exactes en 
réclamaient une nouvelle édition. C'est 
pour répondre à leurs vœux qu'on pu- 
blie celle-ci; et l'on a cherché à la ren- 
dre aussi correcte que possible , en fai- 
saut disparaître toutes les fautes que la 
précipitation avec laquelle la première 
édition fut imprimée n'avait pas permis 
d'éviter. 

Dans une note que nous avons placée 
à la fin du chapitre X , nous avons donné 
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VJ AVERTISSEMENT. 

une solution du problème {i^6) plus gé- 
nérale que celle de Mascheroni ; et nous 
ayons ajoute une solution y par le moyen 
du compas seulement, du problème (i5o) 
pour lequel Mascberoni ne donne que la 
solution d'Ëuclide, qui exige le concours 
de la règle et du compas . 
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NOTICE BIOGRAPHIQUE 

DU TRADUCTEUR, 

SUR MASCHERONI. 



Depuis la publicatioii de la traduction de la Géomé* 
trie du Compas , qui parut en 1 798 , les sciences ont 
perdu l'auteur de cet intéressant ouvrage, ainsi que le 
fruit des travaux qu'il avait entrepris avec autant d'ar- 
deur que dlieureuses dispositions, et qu'une mort pré- 
maturée l'empêcha d'achever. 

Qu'il soit permis au Traducteur de la Géométrie du 
Compas , en publiant cette seconde édition , de payer 
à Mascheroni le juste tribut d'éloges et de regrets si 
légitimement dus à la mémoire d'un savant étranger, 
qui s'applaudissait d'avoir trouvé une seconde patrie 
dans la France, au moment où elle devint son tombeau. 

Mascbbroni (Laurent) était né à Bergame en 1760. 
Il étudia avec goût les Belles-Lettres , et obtint dans 
ces premières études de très briUans succès. Dès l'âge 
de 18 ans, il enseignait le grec et le latin au collège de 
Bergame. Cette profession lui fournit souvent l'occasion 
d'exercer agréablement son esprit. Il se fit remarquer 
surtout par un discours qu'il prononça sur la fsiusse 
éloquence de la chaire : pour faire ressortir d'une ma- 
nière plus piquante le ridicule qu'il attaquait, il em- 
ploya lui-même le style poétique que les prédicateurs 
de son temps prodiguaient dans leurs sermons. 

11 fut appelé ensuite à professer la langue grecque 
à Pavie , où il continua de l'enseigner jusqu'à l'âge de 
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27 ans ; mais ce n'était pas dans les lettres que Mas^ 
cheroni devait trouver sa principale illustration. Jusque 
là on n'avait appre'cié que la délicatesse de son esprit : 
une circonstance fortuite détermina en lui le goût des 
études sérieuses et des méditations profondes ; elle lui 
dévoila sa véritable vocation. Un ouvrage de Mathé- 
matiques lui tomba un jour entre les mains ; il le lut 
avec avidité , et conçut dès lors pour les sciences un 
amour qui devint bientôt une passion dominante. C'est 
ainsi que s'était manifesté le goût de Lagrange y qui 
n'avait, dans tout le cours de ses études à Turin, montré 
de dispositions que pour les Lettres , et dont le génie 
pour les Mathématiques ne fut révélé qu'à la seconde 
année de son cours de philosophie par la lecture d'un mé- 
moire de Halley que le hasard lui avait fait rencontrer. 

Du moment où Mascheroni eût abordé les Sciences 
exactes, il en jît l'objet principal de ses études. Ses pro- 
grès furent rapides. £u peu de temps il se montra digne 
d'occuper la chaire de Géométrie au collège de Bergame^ 
et fut , un peu plus tard , nommé professeur de Gréomé^ 
trie et d'Algèbre à l'université de Pavie. 

Il publia dans cette ville , en 1 787 , un mémoire in*- 
titulé Méthode pour la mesure des poljrgones plans, 
dans lequel il traitait tous les problèmes que l'on trouve 
dans la Polygonométrie de Lhuillier , imprimée deux 
ans plus tard à Genève , 1 78g. Ce dernier ouvrage ne 
parvint que quelques années après sa publicçition à la 

connaissance du célèbre professeur , qui eut peine à 
concevoir que le même sujet, que les mêmes problèmes 

fussent traités précisément de la même manière par 

un autre géomètre. Il fit imprimer ^ Pavie > en 1793, 
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80U8 le titre modeste , Problèmes pour les arpenteurs, 
avec différentes solutions y un ouvrage composé de cinq 
livres. Les trois premiers et partie du quatrième ne 
sont qu'une nouvelle édition du mémoire qu'il avait 
publié à Pavie , en 1 787 , sur la mesure des polygones 
plans. La fin du quatrième livre a pour objet de donner 
la plus grande généralité aux problèmes contenus dans 
les livres précédens Le cinquième est entièrement 
consacré à la mesure des solides. 

Mascheroni profita de cette publication pour reven* 
diquer, dans la Préface, la propriété de son premier mé- 
moire , et il le fit avec autant de chaleur pour une pro- 
duction qu'il affectionnait , que d'égavds pour un ma-^ 
thématicien dont il ne voulait point atténuer le mérite 
dans l'opinion publique. 

Il parut en l'an XI (180 3), chez Courcier, une tra«> 
duction française de cet ouvrage , intitulé : Problèmes 
pour les. arpenteurs. Mais on ne voit pas pourquoi le 
traducteur^ en tronquant quelques passages de la pré- 
face > enlève à Tauteur une partie des moyens par les* 
quels, il établit ses droits à la propriété qu'il réclamait. 

Le savant italien ayant reconnu, dans la Polygono^ 
métrie de Lhuillier , tous les problèmes qu'il avait don- 
nés.lui-même dans son ouvrage, imprimé deux ans avant 
l'époque à laquelle Lhuillier avait publié le «en, si- 
gnala très délicatement cette rencontre qui lui avait 
paru tout-à-fait extraordinaire. 

Nous rétablirons ici les propres expressions de 
Mascheroni , en désignant par des caractères italiques 
les parties de sa préface qui ont été omises par le tra** 
ducteur de l'ouvrage. 
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« J'avais publia, en 1787, parmi les additions au 
» Cours de Mathématiques de M. Bossut , qui me sert 
» de texte dans mes leçons de VUnipersité , un petit 
» mémoire intitulé : Méthode pour la mesure des po- 
» lygones plans; et jy- mis mon nom. Deux ans après ^ 
n M. Lhuillier publia à Genève sa Polygonométiie , im^ 
» primée par Barde en 1 789. Je reconnus en la lisant,. 
» nonrseulement que mon ouvrage renfermait tous ses 
» problèmes , mais encore que mes solutions analyti-^ 
» ques m'avaient conduit aux mêmes formules , et que 
M gavais suivi absolument les mêmes traces qu'un au^ 
H teurqui avait imprimé son ouvrage deux ans après la 
» publication du mien. Je Jus vraiment é terme de voir 
» que jem* étais ainsi rencontré avec ce géomètre, » 

On ne peut s'empêcher d'observer, dans le passage qui 
précède, avec quelle finesse, quelle délicatesse d'exprès* 
sion Mascheroni cherche à concilier le besoin qu'il 
éprouve de s'assurer la conservation des^ droits que sa 
priorité lui avait acquis, avec la réserve et la circons-* 
pection , d'ailleurs si conformes à ses dispositions natu» 
relies, que semblait lui imposer le caractère d'ecclésias* 
tique dont il était revêtu. Si Ton a droit de s'étonner de 
l'omission des passages soulignés dans la traduction de 
la préface de Mascheroni y. que penser de l'addition de 
la phrase suivante^ quand il ne se trouve pas dans 
l'italien un mot qui puisse la justifier? « Un accord 
M aussi parfait avec ce célèbre géomètre (M. Lhuillier 
» fut pour moi d'un grand prix , et la preuve la plus com-^ 

» plète que mon travail pouvait être de quelque utilité. > 

Mascheroni, tout modeste qu'il était, se sentait bier 

capable d'apprécier seul le mérite de son ouvrage ^ et 
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ii*a pas craint de faire lui-même la juste part de celui 
de M. Lhuillier , relatiyement à sa Polygonométrie , 
ainsi qu'on peut s'en convaincre par la lecture du pas- 
sage suivant , qui termine sa réclamation : « Au reste , 
•» dit*il, l'ouvrage de M. Lhuillier n'en mërite pas moins, 
w la bienveillance du lecteur , tant pour son érudition^ 
n que pour les démonstrations géométriques qu'il a 
m données, et pour beaucoup d'exemples choisis qui 
« répandent de la clarté sur toute la méthode. » 

JJérudition, accordée à M. Lhuillier par Mascherpiii> 
implique contradiction avec le contentement que sem- 
blerait lui avoir procuré^ d'après la phrase du traduc** 
teur, un accord aussi parfait avec le géomètre de Ge^ 
nève : ou bien il faudrait n'y voir qu'une ironie peu con- 
forme à l'esprit de douceur auquel se plaisent à r^dre 
hommage tous ceux qui ont connu le savant italien. 

Lors de l'entrée des Français en Italie y Mascheroni 
sut allier les sentimens d'un patriotisme éclairé avec 
tes devoirs de l'état ecclésiastique qu'il avait embrassé. 
Ses tsdens et la sagesse de son esprit fixèrent sur lui 
l'attention et les suffrages de ses concitoyens : il fut 
nommé membre du corpsJégislatif de la république 
Cisalpine; mais y tout en exerçant ces nouvelles fono^ 
tions avec le plus grand zèle, iln'en continuait pas moins 
à se livrer à l'étude des sciences mathématiques, pour 
lesquelles il avait conservé la même prédilection. 

Mascheroni publia à Pavie, en 1797 (i),. la Géométrie 
du G>mpas» C'était dans les derniers momens du séjour: 

(l'y C'est par errear qae la Biographie des Contemporfims de Rabhe 
n la Biographie nniTerselle de Barbier annoncent que cet onvrage 
a paru àMiian en 1795. U n'a en ^^\v^ ^diûpn, o«)k inpiiiii^ 4» 
Pavie en 1797. 
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de Bonaparte en Italie. Le. général , qui accueillait 
avec plaisir les sayans italiens, avait vu souvent Mas- 
cheroni y et s'était entretenu plusieurs fois avec lui delà 
Géométrie du Compas. Quand la paix de Oimpo-Fonnio 
fut signée y Bonaparte vint à Paris apporter le traité au 
directoire , et lui présenter.les drapeaux de l'armée d'I- 
talie. Le lendemain de cette cérémonie triomphale , 
qui eut lieu le 20 frimaire an YI ( 10 décembre 1 797 ), 
Bonaparte fut invité par François de Neufchâteau à 
une nombreuse réunion composée de savans et de gens 
de lettre , tous membres de l'Institut.. « Le général les 
» étonna tous , dit le Moniteur du temps , par la va— 
» riété et l'étendue de ses connaissances. » 

Lagrange et Laplace fieûsaient partie de la réunion 5 
et dans une conversation que Bonaparte eut avec ces 
illustres géomètres , et particulièrement avec Laplace, 
il leur fit connaître la Géométrie du Compas, ouvrage 
alors tout nouveau et inconnu en France , en leur 
donnant la solution de quelques*uiis des problèmes- qui 
se trouvent dans cette production originale. Après avoir 
écouté Bonaparte avec attention , Laplace , qui avait été 
son professeur de Mathématiques à l'école de Brienne, 
lui dit en présence de tous les savans réunis autour 
d'eux : u Nous attendions tout de vous , général , ex- 
» ceplté des leçons de Mathématiques. >» 

Cette anecdote , répétée par plusieurs journaux , si^ 
gnala pour la première fois en France la Géométrie du 
Compas , et inspira à l'auteur de cette notice , qui sortait 
alors de l'École Polytechnique pour entrer dans le corps 
du génie , le désir de connaître l'ouvrage et ensuite ce« 
lui. d'en publier la traduction* 
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Mascfaeroni contribua beaucoup aux expériences bÀtes 
à. Bologne^ pour prouver le mouyement de la terre par 
la chute des corps. 

Les ouvrages que Ton a de lui sont : 
. i^.'Sidle curve che servono a delinearc le ore ine^ 
guali de gli antichi nelle superficie plane, Bergame, 
1784, in-4*'. 

2®. Nouvelles Recherches sur Téquilibre des voûtes. 
Bergame, 1785, in-4**, avec planches. Ouvrage profond, 
où Tauteur essaie d'aller phis loin que n'avaient e'té 
Bossut et Lorgna dans les mémoires qu'ils avaient pu- 
bliés en 1774» 1779 et 1780. 

3^. Des vers italiens , adressés à la comtesse de Gris- 
mondi , aussi célèbre par son esprit que par sa beauté. 

1 786 , in-4«. 

4^- Méthode pour la mesure des polygones plans. 

1 787 , Bergame , in-8*. 

5^. Problèmes pour les arpenteurs avec différentes so- 
lutions. 17939 Pavie, in-8®. 

6**. La Géométrie du Compas. 1797» Pavie, in-8^. 

7**. Notes sur le Traité de calcul différentiel , par 

Euler. 

. 8^. Une pièce de vers dans laquelle l'auteur fait 

preuve d'im talent distingué pour la poésie.et d'un attar 

chement sincère au savant français dont il déplore 
la perte. In morte Bordœ, virî celeberrimi, Elegia. 

Paris, 1799, in-folio. 

9®. Jnvito di Dafni a Lesbia ; poëme qui ne fait pas 
moins d'honneur à Mascheroni que la Géométrie du 
Compas. 

Il y décrit , avec autant de précision que de facilité , 
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les objets cuiieiix de rAmphithëâtre de Physique et da 
Cabinet d'Histoire natureUe de lllnivenité de PaTie. 

Mascheroni alaisse, en outre, enmanasciit, plusieurs 
mémoires, un entre autres sur la pyramidométrie ; sujet 
dont l'immortel La|;range s'était occupé aYant lui,, 
mais qu'il a envisagé sous un aspect différent. 

L'un de ces ihémoires, intitulé Spiegazione popo^ 
lare deila maniera colla qutUe si regola Vanno sesùle 
o intermalarey e il cominciamento deW anno repubU^ 
canOj a été inséré après sa mort dans les Mémoires de 
Mathématiques et de Physique de la Société ita- 
lienne des Sciences, tome IX, page 3a i . Modène , 1802. 

Masdieroni occupait encore en 1798 la chaire de 
professeur de Mathématiques à l'UniYersité de Fayie, 
lorsqu'il fut député à Paris par le gouvernement italien 
pour y coopérer à la rédaction du nouveau système des 
poids et mesures. Il se livra à ce travail avec autant 
de zèle que d'intelligence , et le mérite qu'il y déploya 
lui procura l'estime de ses collègues , comme sa dou« 
ceur et sa modestie lui avaient déjà acquis leur amitié. 

Les évènemens de la guerre ne lui permettant pas de 
retourner dans son pays, il chercha dans le nôtre à 
exercer ses talens. M. Dubois, l'un de nos plus dignes 
instituteurs, le reçut chez lui comme professeur ; mais la 
fatigue des travaux auxquels Mascheroni s'était livré 
toute sa vie avec tant d'acharnement avait ruiné sa 
santé. M. Dubois ne lui demanda aucun service , et le 
séjour du savant italien dans sa maison ne fut pour lui 
qu'une occasion bien honorable d'exercer sa bienfai-^ 
sance. Mascheroni reçut chex M. Dubois , pendant un 
an que dura sa maladie, les soins les plus tendîmes et 
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les plus hospitaliers. Vainement ks médecins français 
réunirent leurs talens et les ressources de leur art : 
rien ne put arrêter les progrès du mal, et Mascheront 
fut enlevé aux sciences et à ses amis le 25 messidor 
an VIII ( i4 juillet 1800 ), à l-âge de 5o ans (1). 

On doit s'étonner et regretter que Bossut n'ait pas 
donné place, dans son Histoire des Mathématiques, 
à un savant qui semblait y avoir aequis quelques droits 
par plusieurs ouvrages , et particulièrement par la Géo-* 
métrie du Compas. 

Belambrearendu plus de justice au géomètre italien 
dans le rapport historique qu'il fit, en 1^08, au nom 
de la classe des Sciences physiques et mathématiques 
de l'Institut, sur les progrès des Sciences mathémati- 
ques depuis 1789 jusqu'en 1808. 

Après avoir rappelé , dans le discours qui précède le 
rapport , que la Géométrie ancienne n'admettait dans 
ses démonstrations que ce qui peut s'exécuter avec la 
règle et le compas , Delambre ajoute : « Mascheroni , 
« plus sévère encore , voulut se passer de la règle. On a 
» lieu d'être étonné du grand nombre de propositions 
» nouvelles ejt piquantes qu'il a su trouver dans un sujet 
» en apparence épuisé. Ses principaux théorèmes avaient 
» été apporta en France par le vainqueur et le pacifi- 
>» cateur de l'Italie. On désira connaître l'ouvrage en- 
» tier, et bientôt il en parut une traduction française. » 

Dans le rapport même, Delambre revient sur la Géo-> 



(1) Ëtoon pas en 1808. âgé de 5Sans , comme te disent la Bio- 
graphie àes Contemporains et la Biographie universelle , auxqatlles. 
«cas avons déjà repiocbë d'^autret inexactitudes. 
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métrie du Compas ; et, pour ne point altérer le sens de 
ses expressions, nous nous faisons un devoir de les rap- 
porter textuellement : « Avant de quitter la Ge'ométrie 
M élémentaire, nous parlerons , dit le célèbre géomètre 
M français , de la Géométrie du Compas , due à l'inté- 
>» ressaut et malheureux Mascheroni , enlevé parle 
» chagrin que lui causaient les malheurs de son pays, 
» au moment où les succès des armées françaises, corn- 
» mandées par le héros qui le premier avait apporté en 
» France les théorèmes les plus curieux de son livre, 
» allaient lui rendre une patrie qu'il honorait par ses 
» talens.. C'est, en efifet, une idée originale que de ré- 
» duire au seul usage du compas la solution de toutes 
» les questions de la Géométrie élémentaire, et de créer 
» ainsi , dans une partie qui paraissait épuisée , un sy»* 
»> tème de propositions aussi considérable que nouveau. 
» Celles qui regardent la division du cercle méritent 
» surtout d'être remarquées, parce qu'elles pourraient 
» avoir des applications utiles dans la construction des 
» instrumens de Mathématiques et d'Astronomie. » 

Le secrétaire perpétuel de la classe des Sciences phy-* 
siques et mathématiques fait bien connaître , dans les 
passages précédens, le véritable mérite de la Géométrie 
du Compas ; et l'hommage touchant rendu par un sa- 
vant , tel que Delambre , à la sensibilité comme au 
talent de Mascheroni , répare bien honorablement le 
tort que pourrait faire à sa mémoire l'oubli commis 
par Bossut, oubli d'autant plus singulier, qu'il n'avait 
guère pu se dispenser de consulter le rapport fait par 
Delambre le 6 février 1808, pour son Histoire des Ma- 
thématiques qui ne parut qu'en 181 o. 
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. La première idée qui m'engagea à 
tenter la carrière nou^ell^ de la Géomë* 
ti^ie du G)mpas fut <;el;le*-ci ; puisque l'on 
fait chaque jour de si ]>ellei$ découvertes, 
en avançant dans le^ Ma^th^matiques , 
ne pourraH*on pas, ep revi^nant sur ses 
pas, trouver quelque endroit encore in-^ 
conni^ d^ns le vaste çhçti^p qu'elles of- 
frent à parqoiirir? Jûsqu icion a^regardé 
eji Gëomëtrie^ compie- l^s solutions les 
pJIds simples qelles qui n'exigeaient que 
Iç seçoi;rs de la règle et du compas : c'est- 
à,-dire de la ligne droite , la plus simple 
des lignes, et du cercle, lapins simple des 
cqurbes. A ces deux instrumens des pro-?. 
Itlèmes, si l'on peut s'exprimer ainsi, qui 
pendant un temps constituaient et dëterr» 
ipinaient la Géométrie élénientaire , ou, 
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ajouta dans la suite les courbes coniques ; 
celles-ci fureat suivies des courbes supé- 
rieures au second degré, et des transcen- 
dantes de diverses esp èce s . 

Le domaine de la Géométrie continua 
à s ac<at)ttre à Taide de ces profondes re- 
cbercbes et avec le nouveau secours de 
Fanaljse finie et infinitésimale , au point 
qiue les inventions qui d'abord avaient 
fixé Fadmiration des anciens , et mérité 
les sacrifices de Thaïes et de Pytbogore, 
sont devenues Tapanage des enfàns de nos 
jours. Je me dis à moi-*même : ne poui^ 
rais-tu pas revenir aux élémens , en ren- 
trant dans la ligne de démarcation , et 
chercher s'il n'est jusqu'ici rien resté en 
arrière qui ait été négligé? Est-il bien 
vrai que les problèmes élémentaires 
d^Euclide soient de la plus simple cons- 
truction possible? Ne pourrait -on pas 
décomposer l'élément mathématique en 
ses élémens fondamentaux , la règle et 
le compas , k l'exemple de ceux qui ont 
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dëcomposé l'eau en âeak airs , et un àiir 
regarde jusqu'à présent comme simple , 
en deux autres su)>stanoes ? Alprs je m'art 
visai que la règ}0 ternie , ne ponvant servir 
qa^k conduire une ligné droite , on pour 
vait 'peut-être n^employer que le com4* 
pas j nqn pour décrire seulement un 
cercle ou un ave, mais en en décrivant 
plusieurs de difiërens centres et avec di*^ 
verses ouvertures , trouver par le moyen 
dés sections mutuelles de ces cercles plu* 
sieurs points utiles et pi^écisénaent les^ 
points chercKés de position dans un pro^ 
blême quelconque. Paî remarqua JuSt 
qu^lci que cette branche n'avait encore 
été cultivée par £(ucun mathématicien ^ 
et que les solutions de ce geni^ , obte*^ 
nues par hasard à Taide du compas seul ^ 
auraient été, par leur construction, plus 
él^eptaires que toute autre. 

Deux raisons cependant me firent hé^ 
siter pendant quelque temps à entrcK 
prendre cef ouvrage , dans la crainte 
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qu'en me servant de ce moyen , mes ef-r 
fortsf ne devinssent inntHes. D'abord je 
ne voyais pas trop ce qui résulterait de 
trouver avec le «eul compas des points 
que d autres ont trouvés avec le compas 
et la règle réunis. Je craignais en second 
lieu , et cela était bien naturel , que mes 
essais ne lussent pas couronnés du succèa 
que j'en espérais ; mon travail alors eut 
été perdu. Les constructions faites avec 
le seul compas pour déterminer les points 
de la Géométrie élémentaire , pouvaient 
être encore plus compliquées que odUes 
déjà connues où l'on employait de plus la 
r^le. Ma théorie aurait ainsi manqué 
d'élégance y et la pratique de précision ^ 
ainsi j'étais sur le point d'abandanner 
mon entreprise. 

Dpins mon incertitude y il m'arriva par. 
hasard de relire la manière avec laqudle 
Graham et Bird en Angleterre divisèrent 
leurs grands quarts de cercle astronomi- 
ques (Encjrclt^pédie méAodù/Mie, article 
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Quart de cercle mural) , CSelui qu'a fs^it 
Grahapi pour Tobservatoire çle Green-r 
wich^ QOUiseulement a servi de modèle 4 
la plus grandepartîe de ceux qu'où a faits 
depuis 9 mais encore a mérité p^iir sa pré** 
cisiou d'être regarde par les astronomes 
comme uu des meilleurs jusqu'à ceux de 
RaiEisdeii» Jç m'aperçus doue que la dir 
YÎsiQu de cetta célèbre machine avait été 
faite à l'aide du compas seul s^ns la rè^ 
gle ; rien de plus intéressant que la des?' 
cription des moyens employés par cet 
artiste , dans cette longue çt ingénieusjs 
opération. Jç n'entrerai ppint ici dans 
l'explication des motifs qui ^rent exclurç 
la règle ; ils seront facilemçiQt sçntis par 
ceux qui se connaissent en travaux de ce 
genre. Pour démontrer en général la su^ 
périorité de l'usage du compas sur celui 
de la règle, quand il s'agit 4© décrire 
avec précision des lignes à l'épreuve du 
microscope , il suffit de dire qu'avec une 
r^sgle tant sojt peu longuç , il est presque. 



10 PREFACE. 

impossible de garantir la précision de 
tous les poiilts qu'on trace ^ tant il est dif- 
ficile qu^elle soit l'igout^euseïnént droite 
dans toute sa longueur. Fût-elle même 
très droite , les praticiens savent que la 
trace d'une ligne menée le long de la 
règle porte avec elle une incertitude de 
parallélisme dans le mouvement de Taxe 
de la pointe qui marque ^ ou de parfaite 
application de cette pointe à Tarète de la 
règle. Le compas n^est point sujet à ces 
deux înconvéniens ^ il suffit qtre san 
ouverture soit fixe et les pointes très 
fines ; en plaçant Tune d'elles en un point 
pris pour centre , l'autre décrit un arc 
aussi exact qu'il est possible. En lisant 
la description de la méthode de Graham, 
je remarquai qu^il rencontra quatre dif- 
ficultés : 

La première, fut d^re obligé d'opérer 
par tâtonnemêns. En parlant en effet de 
l'arc de soixante degrés qu'il détermina 
par le moyen du rayon, on voit que 
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toutes les subdivisions furent faites par 
essais. Les anciens ne nous ont laisse le 
moyen de diviser la circonférence avec 
le seul compas qu^en six parties ^ comme 
il est enseigne et démontre dans la quin^ 
zième proposition du liv. 4 ^^^ Élément 
d^Ëuclide ; Graham ne put donc obtenir 
une précision géométrique que pour un 
point. 

Le second inconvénient fut la perte 
de temps 9 que les plus habiles mêmes 
ne sauraient éviter dans les expériences. 

Le troisième fut dWoir été oï>ligé 
d'employer deux plans ^ un pour les es- 
sais , et l'autre qui était le quart de 
cercle lui-^méme^ sur lequel il trans** 
posait les résultats ; ce qu'il irisait pour 
ne pas gâter , par les essais sur le quart 
de cercle y la sur£sice du limbe. 

Enfin y la quatrième difficulté fut d'a-^ 
voir été obligé d^exécuter deux divisions 
difiërentes. Comme la division du quart 
de cercle en 90^ entraînait avec elle les^ 
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suJbdivtsions d'un arc en 3 et en 5 par-^ 
ties^ et que les essais de ces subdivi- 
sions étaient imparfaits par le trop grand 
nombre d'erreurs inévitables^ il voulut 
tenter une autre division du même quart 
de cercle, approchant de la première > 
qui ne divisait l'arc que de deux en deui^ 
parties. Ayant dp.nc divise Tare de 6#® 
en deux parties , il eut l'arc de 3o^ ; le 
quart de cercle se trouvant par là divisé 
en 3 parties , avec les subdivisions par ol y . 
on eut ensuite la €r% la i.a"* partie, josr^ 
qu'à ce qu'enfin le quart restât divisé 
*n 96. Cette division était celle qui mé-. 
>pitait le plus de confiance; mais l'autre 
^^visîon en 9.0 degrés , devant servir 
£ ^^médiatement aux astronomes , fut 
i^^Qïpar^ à la première, et corrigée par 
l^ ^oyeit d'une, table calculée à cet, effet, 
^ous ces inc^>^^^^^^°^ engagèrent sans 
àO^i^hird à r^^^"^'^ à une autre mé. 

th^ pour iv'^.r *^uri 

•«,, ^ • déterminer les arcs pai^ 

Ell^ consistait ^ 
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leurs cordes qu'il pretiait sur une échelle 
divisée en parties égales. Elle n'était pas 
cependant exempte d'imperfections^ puis* 
qu'elle manquait d'abord de précision 
géométrique ^ et qu'en second lieu , le 
quart de cercle avait nécessairement les 
inexactitudes qui se trouvaient sur 1'^ 
chelle. 

Uimportànce des instrujtnens astrono-^ 
miques m'engagea à considérer uKin pro* 
jet de la Géométrie du compas sous un 
point de vue plus favorable. Je comment 
çai à croire que j'aurais beaucoup fait , 
ai je iféussissais à diviser la circonfôî- 
tehCe en plus de sii parties par le se^ 
cours du compas seul ^ j'aurais rendu 
aux artistes qui travaillent aux instrur^ 
mens astronomiques un service d'autant 
plus important , que mes subdivisions 
dé la circonférence auraient été plus 
étendues et plus conforme^ à la division 
du quart dé cercle en 90*". Je fournis-» 
sais à cette classé de mécaniciens un 
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moyeD de précision gëomëtrique dans 
leurs divisions. Je Içur épargnais le 
temps des tâtonneniens , la nëceâsitë de 
fmre deux divisions à la fois et sur deux 
plans différons y et surtout je rendais 
inutile Tuâage de Féchelle dont on ne 
peut garantir Fexactitude , bien loin 
qu'elle soit d'une rigueur géométriqiiie. 
Il ne me restait que la seule crainte 
que ma nouvelle méthode ne fût com- 
pliquée et trop longue pour être com- 
mode dans la pratique. 

Jd me mis néanmoins à l'ouvrage. 
Voyant que je ne dévais pas attendre 
beaucoup de l'application , de l'Algèbre 
à la Géométrie , j'eus recours à d'au- 
tres moyens purement géométriques. Je 
ne les indique pas ici , parce que dans 
cette nouvelle carrière je n'ai pas tenu 
toujours la même route ^ et quje je^dois 
beaucoup au hasard. Ce n'a été souyent 
qu'après maintes tentatives différentes 
quej'ai obtenu le résultatque jecherchais. 



Jie laiëisËi à d'àuUes lé actia d'eianlmer 
1» c^aibe qui lie.enjtrë éui les problènles 
df cette Qouvdle théorie \ ils pai*vien- 
drôpt peut-étt*e à suivre le £1 ({ui cod^ 
duit par ordre de l'un à l'autre ^ .et qui^ 
s'il €Ût etë découvert dès le èoutuiieiicei- 
meut j aunlit rendu plits éourte .et plu5 
facile. i'iaTèntiou de la Géométrie, du 
compas. 

Jadrenai alors le pretnier essai, de 
mon entreprise à M« Annifaal Bec- 
caria ^ avec une lettre que Je fis in^ 
swer dans le journal de Brugnatelli. 
Cet excellent artiste^ alors Patrice mi^- 
lanais ^ depUls membre de la milni- 
cnpalièë et du comiité d'instruction pu-^ 
Uiqae 46 cette Ville ^ rëunit à la gloire 
d^re le frère du célébra auteur du livre 
ifes Hélits et des Peines y celle qui lui est 
propre . d^ëcuter avec Ja plus grande 
habileté tou& les instrumens de Ma^ 
ihÀnatiques Ibs plus délicats. 

Mon premier essai consistait dans la 
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méthode de diviser la circonférence en 
24 parties , à Faide d'un seul point 
pris hors d'elle. L'exécution de cette 
division est la plus simple qu'on puisse 
espérer, et je l'ai conservée dans cet 
ouvrage. Celle que j'avais donnée en 
1 20 parties était trop compliquée ; j'en 
ai trouvé une beaucoup moins longue , 
et telle même que je la crois la plus 
courte possible; J'y avais ajouté aussi 
une construction très prompte pour ob- 
tenir les racines carrées des nombres y 
depuis l'unité jusqu'à 10; je l'ai encore 
conservée dans cet ouvrage; 

J'ai omis les autres problèmes exposés 
dans cette lettre , parce qu'ils étaient 
trop compliqués, ou d'une approxima^ 
tion insuffisante. Je suis parvenu de« 
puis , comme on le verra , à diviser 
ti^s promptement la circonférence en 
nl^ù parties, avec une exactitude géo^ 
métrique, par le moyen du compas seiil 
et de trois points pris hors de la même 



circonfërence. Chacune de ces parties 
est un degré et demi de la division en 
36o^9 usitée jusqu'ici. Je partage tout 
arc quelconque en deux parties ^ et cela 
géométriquement, par approximation. 
Je divise la circonférence , aveb trois 
points seulement 9 en degrés et Quarts 
de degrés , sans erreur d'un sixiènie dé 
seconde^ 

Avec ces méities points je la divise 
en minutes , avec erreur de mbins d'une 
seconde. Je me suis flatté que les astro- 
nomes pouvaient être contens de cette 
précision ^ parce que je ne sache pas d'ar- 
tiste 9 même parmi les plus célèbres , qui 
ait passé outrer 

Cependant je iie Croyais pas encore 
avoir assez fait , si ma nouvelle théorie 
ne servait pas aussi à la nouvelle division 
du cercle. 

On sait que les Français , heureux de 
posséder dans leur patrie les premiers géo- 
mètres de Ftinivers , ont enfin , d aprèâ 
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leurs conseils , adopte pour tous les 
arts la seule division décimale tant 
souhaitée des sa vans. 
. Sans doute que cette division réussira 
avec difficulté dans les autres contrées j 
à cause des préjugés ^ et surtout de la 
force d'inertie ; mais elle s'établira enfin 
d'une manière inébranlable partout où 
Ton aime les sciences , et où les inté- 
rêts du commerce sont bien entendus. 
Une des divisions les plus difficiles à 
changer^ était celle de la circonférence 
du cercle en 36o°, et la subdivision en 
60 parties , employée par toutes les na- 
tions \ et cela , à cause des fatigans tra- 
vaux qu'il fallait nécessairement entre- 
prendre pour refaire les tables trigono- 
métriques dans un nouveau système y 
mais Téuergie d'une grande nation qui 
se régénère ne connaît point d'obsta- 
cles. Ayant déterminé t^oo parties ou 
degrés dans la circonférence, le quart 
du cercle 9 qui est le fondement de la 




Trigonométrie, se trouve divisé en loo 
parties , chacune desquelles se subdivise 
en 100 autres 9 et ainsi de suite. 

Les tables des sinus naturels et arti- 
ficiels de ces divisions et subdivisions 
sont déjà calculées et imprimées. Mais 
pour que rien ne manque à la stabilité 
et à la certitude de la précision des nom-<^ 
bres, on a entrepris en France de les 
faire imprimer en caractères soudés en 
plomb. On voit déjà de ces nouvelles 
tables exécutées d'après la méthode nou- 
velle et ingénieuse de Firmin Didoty 
appelée stéréotype. 

Une société de calculateurs très ha- 
biles en prépare encore d'autres plus 
étendues et avec un plus grand nombre 
de décimales , sous la direction du ce- 
lobre DePronjr. Toutes ces circonstances 
m'engagèrent à chercher une méthode, 
au pioins d'approximation , pour diviser 
la circonférence en ces nouveaux degrés 
et parties de degrés. J'ai réussi , avec 

2.. 
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trois points sealement et très peu d'où- 
vertnnss de compas ^ à obtenir cette nou- 
velle division décimale de la circonfé- 
rence sans erreur d'une seconde. 

Quand je n'eusse fait autre chose que 
ce que je viens d'indiquer , cela aurait 
suffi k la recommandation de l'usage 
du compas seul. Mais en avançant ^ j'ai 
trouvé qu'il n'y avait point de problème 
de Géométrie élémentaire qui ne puisse 
se résoudre avec ce seul instrument ^ 
c'est-à-dire en ce sens que le compas 
suffit pour trouver tous les points de- 
mandés par le problème^ pour la posi-^ 
tion et la détermination des droites dont 
on a besoin. Ceci intéressait la théorie^ 
j'ai voulu épuiser le sujet ^ donner tous 
les âémens pour tous les cas possibles , 
et démontrer qu'on peut trouver avec le 
compas seul tous les points qu'Ëuclidë 
et les autres auteurs de Géométrie élé- 
mentaire y enseignent à trouver avec le* 
secours de la règle et du compas réunis^ 
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Quoique tous les problèmes élémen- 
taires résolus avec le seul compas n'aient 
pas une solution assez simple, j'ose dire 
pourtant que la plus grande partie des 
plus nécessaires sont résolus avec assez 
de brièveté et de simplicité ^ pour enga- 
ger les praticiens à rejeter le secours de 
la règle , et à se servir du seul compas 
pour trouver les points fondamentaux. 
Les moyens que je propose dans ce livre 
justifieront ce que g avance. Je n'indi- 
querai point ici tous les problèmes sem- 
blables qui m'ont paru de quelque im- 
portance : en voici cependant quelques- 
uns. 

Si l'on cherche avec le seul compas le 
centre d'un cercle, on le trouvera promp- 
tenaient et sans peine ; on aura de même 
les troisièmes et les quatrièmes propor- 
tionnelles , et par conséquent les moyen- 
nes proportionnelles. 

On pourra aussi , avec le seul compas , 
construire des polygones réguliers ins* 
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crits ou circonscrits au cercle (i). Le 
seul compas suffira encore pour trouver 
les racines carrées des nombres, pour 
doubler, multiplier les surfaces des 
Carres , des cercles et des autres figures 
semblables. On résoudra avec une exac- 
titude géométrique tous ces problèmes y 
car leur nature les en rend susceptibles. 
Ensuite , par approximation , on trou- 
vera une longueur égale à la circon- 
férence d'un cercle, ou un arc égal au 
rayon , ou un carré égal à un cercle , 
ou un cercle égal à un carré, ou une 
spbère égale à un cube , ou un cube 
égal à une sphère , ou un cube double , 
ou triple , ou quadruple d'un autre. On 
pourra résoudre tous ces problèmes en 
employant des sections d'arcs , ou en 
déterminant, toujours sans autre instru- 
ment que le compas , la longueur des 



(i) Les ingénieurs militaires trouveront peut-élre ici 
quelque ehose d'utile pour leurs travaux . 
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côtés OU des rayons dont on a besoin 
pour les figures demandées. 

Voilà, en peu de mots, le fond dfe 
la Géométrie du compas que je présente 
au public. Quant aux démonstrations , 
je me suis servi , autant que j*ai pu , de 
la Géométrie des anciens ; cela m'a paru 
plus conforme à la nature de mes pro- 
blèmes, ^t plus court. Partout oii les 
procédés géométriques devenaient trop 
longs pour obtenir le résultat , j'ai em- 
ployé le calcul j j'ai donc en même temps 
recherché la brièveté , la clarté , l'élé- 
gance autant qu'il m'a été possible. 

J'ai cité Ëuclide , ce jgrand maître en 
fait d'élémens. Lorsqu'il est question de 
proportions , les numéros des proposi- 
tions que je cite sont ceux de Tacquet^ 
parce que son livre est plus répandu en 
Italie que l'ancien texte d'Euclide. 

J'ai placé dans le onzième livre, en 
faveur des artistes qui ne voudront que 
s'amuser avec le compas , plusieurs pro- 
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blêmes récréatifs tirés de PappuSj à' Ozor 
nanij de Simpson et de plusieurs autres 
fauteurs. Yoilà tout ce que j'avais à dire 
à mes lecteurs sur la Géométrie du com- 
pas. Elle est y quaut à la coustruction 
de ses problèmes ^ la plus siipple et la 
plus élémentaire qu'on puisse désirer y 
et je ne sacbe pas que cette matière ait 
été Irçdtée jusqu'ici par personne. 
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PRÉLIMINAIRES. 

1. J'appelle Géométrie du Compas celliD 
qui^ par le odoyen du compas seulement, et 
sans le secours de la règle , détermine la posi^ 
tîon des points. 

Étant donn&9 par exemple, deux points A 
et E (jfigure i'"''), si Ton cherche le troisième 
point D, qui soit aussi éloigné de chacun 
d'eux qu'ils le sont entre eux , qu'on décriye 
d'un interyalle égal au rayon. AÏS » et des points 
A et E comme centres, les deux cercles EDB, 
ADV, qui se coupent au point D, ce point P 
sera le point cherché, puisqu'il sera éloigné 
des points A et E d'yn interyalle égal à A E^ 
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( Prop. I , liv. I des Elémens dEiiclide. ) Ce 
point D a été trouve avec le seul compas, sans 
le secours de la règle. 

% U peut arriver que l'on trouve la position 
d'un point avec le seul compas , mais que pour 
démontrer la proposition , on ait besoin de la 
règle dans la construction de la figure. 

Soient , par exemple , donnés deux points A 
et B {Jig. 2 ) qui soient éloignés entre eux d'un 
certain intervalle pris pour unité , ou qu'on 
fait = I ; si l'on cherche un point D qui soit 
éloigné de B de l'intervalle RD = \/5, on ré- 
soudra le problème de la manière suivante : 

Du centre A et d'un rayon AB, soit décrit 
le cercle BCD; avec le même rayon et du cen- 
tre B , soit décrit un arc qui coupe la circon- 
férence au point C; puis du centre C et avec le 
même rayon, soit décrit un arc qui coupe 
plus loin la circonférence en D ; on aura en D 
le point cherché , ainsi trouvé sans le secours 
de la règle. 

Pour démontrer néanmoins que l'intervalle 
BD =î \/3 , on aura besoin de lignes droites 
qui se tracent avec la règle. Soit BE le dia- 
mètre du cercle BCD, si l'on mène les droites 
BD, DE, le triangle B DE sera rectangle en 
(5i, &V. 3), et l'on aura 
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(BE)*=(BD)*4-(DE)»; 

d'où 

(BD)*=(BE)-— (DE)-. 

Maïs rîntervalle BC étant égal à CD = AB^ 
on aura encore DE=:AB (i5, Iw. 4)> ou 
D E = I et BE = a. On aura donc 

(BD)* = 4 — 1=3: 
d'où 

BD = v/5; 

ce qu'il fallait démontrer , et ce qu on ne pou- 
vait faire sans la règle. Cette proposition est la 
\!^^ du livre i3 d'Euclide. 

3. De la définition précédente (f), il résulte 
qu'à la Géométrie du compas appattiennent 
tous les problèmes que l'on peut résoudre avec 
le seul compas^ quoiqu'on ne puisse pas les 
démontrer avec ce seul instrument. Tel est le 
problème précédent (2). 

4* Cette Géométrie sera » comme on le verra 
par les exemples , d'un très grand usage dans 
la pratique pour trouver des points avec la 
plus grande précision possible , et même beau-^ 
coup plusk promptement avec le seul compas^ 
qu'en y joignant le secours de U règle. 

5- Nous résoudrons donc les problèmes avec 
le seul compas , et l'on pourra ensuite, pour les. 
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démonstrations y se servir de constructions 
faites, suivant Tusage, avec la règle et le com- 
pas. Cest pourquoi nous citerons les proposi- 
tions et les livres d'Eudide. 

6. On aura atteint complètement le but de 
ce traité , si Ton n a omis aucun des élémens 
nécessaires pour que Ton puisse , avec le seul 
compas y déterminer , dans quelque problème 
que ce soit , tous les points qui jusqu'ici n ont 
pu être déterminés qu'avec la règle et le corn* 

pas réunis. 

7. Nous ne placerons pourtant pas ici tous 
ces problèmes; mais après avoir démontré les 
élémens nécessaires et suffisans pour tous, nous 
en resoudrons un grand nombre des princi- 
paux , et surtout ceux qui sembleront les plus 
utiles, ou preférabks à cause de leur élégance- 

8- Nous ajouterons ici en fiiveur des artistes, 

pour lesquels, en grande partie , cet ouvrage 

^t écrit oue, bien convaincus de 1 importance 
est écrit, que, j,^^ ^^ ^^ 

des erreurs qui resuitem u ^„^^m** 

prook«n.n. d. l««h« do «-'f^^»^ 
*^. . ♦ :^„ <1m ouvett0res différentes , 

n,r avec précision ^«^^ ,^ Mêmes 

nous aurons soxn d»/^^,a'oayertu«s 
avecle plus pet.tnomb« po^^ 

de compas. Il se^rt -^'^;,^^^^Jûièles 
eût k sa disposition autant de cescomp. j 
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{ ainsi appelés , parce qu'on petit s'assurer qu'ik 
conservent exactement l'ouverture donnée)^ 
qu'il y a d'ouvertures exigées par la solution 
du problème ; car il arrivera souvent que nous 
serons obligés de nous servir plusieurs fois de 
la même ouverture , après en avoir employé 
une du plusieurs autres : alors , sans élargir ou 
resserrer un seul coilipas , nous reprendrons le 
compas mis de côté qui conserve cette ouver- 
ture. C'est pourquoi nous appellerons quelque- 
fois du nom de premier, second , troisième 
compas, les ouvertures successives avec les-** 
quelles on aura résolu le problème^ 

9. D'ailleurs, comme pour la précision pra- 
tique de la position d'un point , il importe que 
la section des lignes qui le déterminent se fasse 
à angle droit ou approchant, notis ferons tou*^ 
jours en sorte qu'un arc en coupe un autre, où 
à angle droit, ou au moins sous un angle qui 
en diffère peu. 

1 0. Afin d'être plus courts , sans cependant 
devenir obscurs ^ en indiquant la construction 
des figures , nous emploierons souvent des 
expressions abrégées f que la seule inspection 
de la figure fera bientôt comprendre. Par 
exemple ^ dans la figure 2 , au lieu de dire ? 
H Asfec le rayon AB, et du centre ^ soit dé^ 
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y> crit un arç qui coupe la circonférence BGD 
» au point G ; puis as^ec le même rajon et du 
» centre C , qUon décrispe un arc qui coupe la 
M même circonférence en D, etc. »; nous 
dirons seulement : (c Soit fait a À B =s B C 
=: C D^ etc. » Eu effets c'est assez dire que les 
points B, C et D ^ avec lesquels on indique la 
même circonférence BCD^ sont des points de 
cette circonférence ; ainsi il n'y a aucun risque 
d'équivoque. 

1 1 . De même étant donnés B A 
par exemple , trois intervalles 
AB, CD, EF, quand on CD 

dira:<c5oi7^ïàCD = EG, 
à AB = FG, » on devra G 

entendre ceci : w Avec un 
» rayon CD, et du centre E F 

M E , soit décrit un cercle 
» dans la circonférence duquel soit le point G; 
» ensuite , as^ec Vintervalle A B et du centre F, 
» soit décrit un autre cercle qui coupe le pre- 
» mier au point G ». 

i% D'autres fois dans les démonstrations^ 
nous désignerons quelques lignes droites qui 
ne seront pas dans la figure, en nommant 1^ 
deux points extrêmes auxquels elles devraient 
être menées, comme si, dans la figure j i ^ on 
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nommait la droite AB^ ou bien CD. C'est 
ainsi que nous ferons quand il n'y aura pas à 
craindre d'obscurité , pour conserver la figure 
nette , et faire mieux paraître la construction 
faite avec le seul cercle. 

15. Lenune. Si des deux centres A et B^ et 
avec les rayons A P et A Q ^ on décrit des arcs 
qui se coupent en P et/^^ Q ^ 9 ^ 1^ points Q , 
9 y P et /^ seront dans la même ligne droite. 

Démonstration. Tous les côtés des triangles 
AP Pf BPp (fig. 5), étant respectivement 
égaux entre eux par construction, l'angle AP/i 
sera égal à l'anglç BPp (8, ZiV. i ). On dé- 
montre de même que AP Q=BPQ. Donc 

AP/? = APQ = BPp-hBPQ. 

Mais la somme de ces quatre angles est égale 
à quatre angles droits (i5, &V. i, corolL). 
Donc chacune des sommes de deux angles est 
égale à deux angles droits. Donc la ligne QPp 
est droite ( i4> ^- 1 )• On démontre de la même 
manière que la ligne Ppq est droite. Donc les 
points Qy P, p, q sont dans la même ligne 
droite. 

i 4» Les choses étant comme au numéro pré- 
cèdent, les droites AB, F/?, ainsi que celles AB^ 
Q^, se couperont à angles droits en deux par- 
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ties égales au point M ^ et les droites QP^ ^/f 
seront égales. 

Démonstration. En effet ^ k cause de Fégalité 
des côtés des deux triangles APB^ ApB^ona 
Vangle PAB=pAB (8, iw. i). Maift on a en- 
core AP/)s=A/?P (5, /iV. i). Donc aussi AMP 
= AM/? (corrolL prop. Sa, &Vi i). Donc ces 
deux angles sont droits (i5, Iw. i), et la ligne 
Yp sera partagée en deux parties égales au 
point M par la démonstration de la proposition 
lo 9 &V. I . On démontrera de la ménde tnanièré 
que les droites Qç et A B sont divisées en deux 
parties égales au point M. Donc, en retranchant 
des droites égales Q M et ^ M , les parties égales 
PM, p M, les restes Q P, qr p seront égaux. 

1 5' Corollaire. On aura donc 

(QM)« = (AQ)*-(AM)' (47, ÛV. i). 

16< Lemme. Tout étant comme au numéro 
1 5 , on aura 

(AQ)-=(AP)«-f.(PQ) + P;^.PQ. 

Démonstration, Car on a (AQ)* = (AP>*|- 
(PQ)* + aMP.PQ(i2, Ui>. a). Maison a 
a MP = Pp (14). Donc, etc. 

i 7. Lemme. On aura donc 

(AQ)-=:(A7>)«+(;>Q)»-P/,.pQ. 
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Démonstration. Car on a 
(AQ)- = (Ap)- + (>Q)--.2/iM.pQ(i5^ Uv.û). 
Mais on à 
Donc y etc. 

18. CoroUdire x*". ilPaisque /)Q = p1t 
-f- P Q, on aura ^ 

d'où soustrayant /» JP ./» Q, on a 

(?Q)*— /^P./^Q=PQ-?Qj 

et substituant cette valeur dans Celle de ( ÀQ}^ 
{\T)f on àiu^ 

(AQ)-=:(A/i)*.4./iQ.PQ- 

d'où Ton tire, en soustrayant {lip Y de part ei 

d'aiitre 

(AQ)--cAp)-=/iQ.PQ* 

< 

Donc en effectuaût la multiplicatioti de A Q 
-f- A/> par AQ — A/>) on trouvera 

(AQ + A/») (AQ-A/»)t=(AQ)--(A/,)'; 
et par conséquent 



(AQ+A/»)(AQ-Ap)=c/^Q.PQj 
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d'où (par la lô"* proposition du U^. 6) on dé' 

duit la proportion 

* ■ . ' . ' ■ 

;?Q:AQ + AP :: AQ — A;?:PQ; 

où substituant de même AP au lieu de A/y, 6t 
transposant les extrêmes , 

PQ: AQ + AP :: AQ — AP :PQ. 

Pe ceÀ deux proportion^ on déduit (expres- 
sément ce fameux théorème : 

Dans un triangle quelconque j un côté quel- 
conque eftàla somme des deua: autres côtés , 
comme leur différence est à la différence ou à la 
somme des segmens que fait sur ce côtéla pèn' 
pendiculaire menée de l'angle opposé, sui- 
s^ant qu'elle tombe en dedans oU au dehors du 
triangle. 

i%. . CùroUxàre ùi. On aura AQ = j^Q. 
Otant de part et d'autre les deux termes égaux 
(AQ)% (/>Q)S et ajoutant des deux côtés la 
]>lirtiepP«/>Q^ on aura/?P.jpQ»: (A/?)*. 

20. Lemrne. Tout étant comme dans lé 
n® i3, si langle RpQ est droit {Jig. 4)> ^* 
queTaûgle R/?S±=Rj3A, et/>S=j!?Rs=/>A, 
A S sera parallèle et égale à P/>> «t l'on vura 

{AQ)« = (RQ)'-:AS.PQ. 
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Démonstration. Eu effet ^ si des deux angles 
droits R/'Qy ^P^9 ou soustrait les deux angles 
égauxRj!? A, RpS, il restera les deux angles 
égaux A/iP^ ^pq. Mais Ap¥ =: AJ? p (5, /iV. 1)4 
donc Spq ff::^AVq; donc AP^ Sp 30nt parallèles 
(29, ftV. i). Mais elles sont aussi égales par 
construction; donc les deux droites AS^ ¥p, 
sont égales et parallèles (55^ /iV. i ). 

On a aussi 

(RQ)«=(Rp)*+0>Q)«(47,/if . i)=(Ap)'+a^*î 
et par le lenuiie 4 7^ 

(AQ)*=(A/i)* + CpQ)»-/,P.pQ. 

Donc 

(AQ)- = (RQ)--pP.;,Q 
= (RQ)* — AS./iQ. 

21* Lemme^ Tout étant comme dans les 
4«' 1 5 et 20^ PU aura (SQ)» =?= (RQ)*+ AS ,;? Q. 

Démonstration. En effets si on fait ST=Sp^ 
pTs=/>P,(iH)Jesdeux triitngles S/i T , Mfp 

auront le$ angles S/iT^ ^Ifp égaux entre eux 
(8, Uv. i). Dopç la lign^ PpT est droite (37, 
/iV. I ), On aura ensuite 

(SQ)'=(pS)«+(pQ)*+?Q.p"r(i6). 

Mais on a 

3.. 
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(pS)«4.(/»Q)- = (pR)« + (pQ)«=(RQ)«, 

et 

pT = pP=sAS. 
Done 

(SQ)« = (RQ)«+AS.^Q. 

Des deux lemmes precedens il résulte ce 
corollaire ^ que 

(AQ)- + (SQ)- = ^(RQ)-. 

22. Lemme. Si l'on a AQss/? Q=:BQ et Ap 
=i pBsspS, pS étant sur le prolongement 
de Bp, on aura 

AS.pQ = (Ap)». 

Démonstration. Les triangles isoscèles A Qp, 
BQp ayant les côtés égaux entre eux» on aura 
Tangle Qp A = QpB (8, AV. i ). On aura en- 
suite l'angle Apfi^ qui est la somme des deux 
autres/ égal aussi à la somme des deux angles 
SA/), kSp (Sa, ûV. I ) , qui sont égaux entre 
eux, parce que le triangle ApS estisoscèle (5^ 
/iV. I ); chacun d'eux sera égal à l'angle ApQ 
=/)AQ (5, li9. I ). On aura donc le triangle 
p AS semblable au triangle QpA (3a^ &V. i ; 
4, /iV* 6); et delà 

pQ: Ap :: Ap : AS 



^^ 
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et 

AS./?Q = (Ap)'(i7,ZiV. 6). 

23. Lemme. Si l'on a AB = AC = BD, et 
AD =à BC9 on aura 



PÇ.AB=:(AB)- — (AD)«. 

^ DémonstrMion. Les deux triangles ADB^ 
ACB {Jig. 5} ayant les côtés respectivement 
égaux, seront égaux (8, et :i6 &V. i )• Puis tous 
les deux étant posés sur la même base A B^ se- 
ront compris entre tés mêmes pavallèiesDGy 
^B {^9 ^^* ')• ^^ donc sur la ligne BA on 
prend B£=:DC, DE sera égale et parallèle à 
BC (33^ &ViL 1} et aussi égale à DA; d'où les 
deux triangles isoscèles BDA y DAE, qui ont un 
angle eommun en A, seront semblables ( 5, 3a^ 
Uv. I , et 4y li^' 6) y et l\)n aura 

AB: AD :: AD:AE; 

ce (pli donne 

AB.AE == (AD)* ( 17, &V. 6). 

On a ensuite 

AB.AE + AB.BE = (AB)* (2, /iV. a); 

el subistituant pour AB.AE sa valeur (AD)* 
et D C à la place de BB^ on a 
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(AD)*-4.AB.DC = (AB)\ 

Enfin ^ soustrayant ( A D )^ ou aura 

DC.AB = (AB)*— (AD)». 

24* Lèmme. Si dans le cercle BftG {fig. 6) 
décrit d'un rayon AB^ on élève au centre A 
la perpendiculaire Ae égale à la corde BG 
de l'arc BfiG^ i^t que du point e comme cen* 
tre, et d'un ilayon AB^ on décrive un arc qui 
cou|>e là circonférence au point /a. Tare Bffi 
sera égal à la Inoitié de l'arc B/tG« 

Démonstration. A Cài^e de l'égalité des 
côtés des deux triangles ABG, A^e^ on a 
l'angle GABae Afti0(8> liv. i). Soit divisé 
par la moitié l'angle Ajxe par la droite )m M^ le 
triangle jueA étant isoscèle^ on a Tangle fÂeM 
= ftAM; ensuite les deux triangles ^ceM^ 
jxAM ayant leurs deux autres angles égaux ,, 
on aura encore le triangle /juMe = ftMA 
( coroïl. Sa , &V. I ) ; d'où /aM est perpendicu- 
laire 2l ke {li îh. I )y et parallèle & AB (:3g, 
/iV. i) et on aura l'angle Mac A=:je<AB (ayy Iw. i); 
donc At AB sera la moitié de l'angle GAB; donc 
aussi l'arc B//. sera la moitié de l'arc B^tG. 
. SS. Si dans le patallélogratnme ABMN 
{Jig. 7), on a la diagonale MA égale aux c6té& 
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opposés MB^ AN, le carré de Fantre diago- 
nale BN est égal au carré de la première, plus 
aux deux carrés des deux autres côtés. 

DémofMraticn. Soit diyisé AB en deux paiv 
ties égales au point m par la pa^ndiealaire 
M/71 ( lOy 11^ Iw^ x); et sur la droite BA pro^ 
longée^ soit pris kn^^^^m, oi:iaurA'7i.7i;;:?;BA 
= MN. Ou aura doue le parallélogramme 
MNTim (33^ Iw. i), etl'angle NkiB sera droit 
(27, ZiV. i)j d'où 

{BN)'=(AB)*+(AN)»+:xAB.AA. (12, //V. 2.) 

Mais kn:z=z- AB; donc 

(BN)* = (AN)' + 2 (AB)* = (AN)- 

(AB)* + (MN)*. 



26* Si dans un triangle quelconque BFE 
{fis* 8)^ on coupe en deux parties égales au 
point A la base BE, et que de l'angle opposé 
P, on mène la droite P A^ la somme des car- 
rés des côtés B P et PE sera égale à la somme 
des carrés égaux des deux segmens^ en y 
ajoutant le double carré de la droite AP. 

Démonstration. En effet , si l'on abaisse la 
pei'pendiculaire PR sur la base BE, on aura 

(BP)*=(BA)*+(AP)*+3BA. AR (12, &V. 2). 
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On aura donc 

(PE)'=:(AE)«+ (AP)* -^ aAE.AR (ï5 liv. a). 

Donc après avoir forme la somitie des yalenrs 
des deux canes (BP)* et (PE)% et dé plus 
BA étant égal à AE, on anra 

(BP)* -f (PE)' = (BA)* + (AE)'-f a (AP)« 

==a(AB)*-t-a(AP)«. 



r 
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DE LA DIVISION DE L4 GIRGONFÉRENGB 
ET DES ARCS DU CERCLE. 

PIlOBLiMEt 

27. Partager la circonférence du cercle BD^ 
en quatre parties égales. 

Solution. Soit fait dans la même drconfé- 
rence {fig. ^) au rayon A3=Bc==$C=:CD 
9= DEs: E^f ^ àyec le premier compas (8) ^ on 
aura £fc= cB = BA (i5^ ^V. 4)* 

Soit fait aussi à BD = Ba = Ea avec le 
^cond compas^ et a ka = BF =s Bf avec 
le troisième compas. On aura divisé la cir^ 
conféwnoe en <riatre parties égales BF, FE, 
Ey,/B. 

Démonstration. BAE étant un diamètre 
(i5^ tisf. 4)i et les triangles ^AB^ aA£ 
ayant tous leurs côtés égaux , et par coosé^ 
quent les angles ^AB» ah^ aussi égaux 
(8^ 2iV, i)^ ces deux angles seront droits 
(i5,^ Jw. i). Donc 

(aB)« s= (AB)» -H («A)' (47, Uv. i)j 
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et soustrayant de part et d'autre , (AB)*, 
on a 

(aB)*--(AB)*=(aA)-. 

Soit fût pour abréger AB =: i y dn dura 

(£ïB)* = (BD)*=5 (2); 
doue. 

(aA/ = 3— I =2, 
et encore 

(BF)-=(aA)-=2 = i4-i=s(AB)* + {AF)*. 

Donc, dans le triangle FAB^ l'angle FAB 
sera droit (48, /tV. i )^ et par ccmséquent aussi 
FAE (i3, ZiV. i). Dqncje&^s BF, FE se- 
ront égaux entre eux et quarts de cercle , ainsi 
que les arcs B/i yï. 

28. Corollaire. Les angles BAa , BAF 
étant droits, les trois points A, F, a seront 
dans la même ligne droite. 

29. Nous avons donc déjà la circonférence 
divisée, savoir, en deux parties égales aux 
points B et E ; en trois parties , aux points 
B, D, rf (i5, liv* 4}î en quatre parties, aux 
points B,F, E,y*(27)j en six parties, aux 
points B, C, D, E, d^ c (i5, Iw. 4)- 
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PROBLÈME. 

30. Dwiser une circonférence en huit parties 
égales. 

Solution. Tout étant comme au n^ 37^ soit 
fait à ABcsaG cs^^sH (Jig. 9)^ avec le prer 
mier cotUpas; . à An =s G g ^salAh avec le troi- 
sième compas y on aura aussi gh=sz Aa, et }a 
circonférence sera divisée en huit parties égales 
auic points B^ 6, F, H^ E^ h, f, g*. 

Démonstration. Puisque (Aaytssa (37) » 
on aura (Aa)* xs (AG)*+(aG)*. L'angle aO A 
sera donc droit (48 ^ &V. i )• D'où, à cause du 
triangle isoscèle aGA, lés d<^ux autres angles 
GXa^ GaA) égaux entre eux (5, liç. i)f vail-* 
dront chacun la moitié d'un angle droit ( 3;i , 
liv. I ). Donc l'angle G AF , qui est le niêtne que 
l'angle GAa (38) , sera la moitié de BAF : 
donc aussi l'arc GF = BG. Mais, par ooos^ 
tmction, on a Gg' = BF (26, /«V. 5): donc, 
ôtant de part et d'autre BG, on aura GF = Bg. 
Ou démontrerait de mÀotie que les autres arcs 
sont égaux* Donc la circonférence sera divisée 
en parties, égales chacune à la moitié du quart, 
et par conséquent en huit parties. 



] 
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PROBLÈME. 

31 • Diviser la circonférence en douze parties 
égales. 

fl 

Solution. Les choses étant comme au n® 27^ 
qu'on fasse {fig.^) à AB = FN = N7i = F0 
s= Oo : la circonférence sera divisée en douze 
parties égales aux points B^ N^ C^ F ^ D , ^ 
E, o, £/,/, Cy n. 

Démcmstrcùtion. En effet ^ si des arcs égaux 
BF^ FE^ on retranche les arcs égaux BC y DE^ 
les arcs restaus CF ^ FD seront égaux. Or Tare 
CD est la sixième partie de la drcbqférence ; 
donc l'arc CF sera la moitié de cet arc ^ et par 
conséquent le douzième de la circonférence. 
Acause de FNs=GD^ on aura encore CF=CN; 
4onc aussi à cause de FN = CB , on aura CN 
'==NB. On démontrera de la même manière 
que chacun des autres arcs est le douzième de 
la circonférence. 

PROBLEME. 

33* Dis^iser la même circonférence en vingt- 
quatre parties égales. 

Solution. Les choses étant comme ci-dessus 
(30et5l)>soilfaitO%.9)àAB=GL=LM 
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=GAL=A:i=:HIs=IK=Hms=iit/^ delaprç-^. 
mière ouverture de compas^ et le problème 
sera résolu. 

Démonstration. En effet, si des arcs égaux, 
GF y GB (5o) f on retranche les arcs égaux C F, 
NB (51), les restes GC et GN seront égaux. 
Or CN est la douzième partie de la circonfé- 
rence; donc GC et GN en seront les vingt-' 
quatrièmes parties. 

On a ensuite FN=: GL ; retranchant la partie 
comniuneFG, on aura NG=FL. Donc aussi 
FL sera la vingt-quatrième partie de la circon- 
férence, et par conséquent la moitié deFD (51)^ 
On démontrera de la même manière que les 
arcs D H, HO, FI, IC sont égaux, ainsi que 
tous les autres qui ont été déterminés ci-dessus* 

55» Pour être plus courts, nous continue- 
rons à nous servir y sans les citer, ainsi que 
nous venons de le faire , des propositions :i6 
et 27 du &V«- 3 dUEucUde^ que dans un même 
cercle , ou dans des cercles égaux , les droites 
égales soutendent de» arcs égaux. 

34. Les anciens ^ au moyen du centre A et 
du rayon ÂB , divisaient , avec le compas seu- 
lement , la circonférence en six parties égales. 
Ils obtenaient les autres divisions arec la règle 
et le compas , en prenant différens points hors» 



J 



46 GÉOMâTRIE DXr COMPAS. 

de la circonférence. Nous sommes parvenus à 
déterminer un point a ^ qui seul suffit pour la 
diviser en vingt-quatre parties égales avec le 
compas seulement ; ce qui est en même temps 
plus expéditif ^ plus commode et beaucoup plus 
exact que les méthodes des anciens» 

S5« On peut remarquer en même temps la 
\tk élégante que suivent les ouvertures de 
compas suffisantes pour cette division. 

L'ouverture du premier compas := |/i , celle 
du troisièmes ^ 2 ^ et celle du deuxîèmezs \/3 • 

S6« Lemme. Si dans le cercle BGE^ on a 
le rayon AB = i , et que l'arc B6 soit la hui- 
tième partie de la circonférence , on aura 
le carré de sa corde BG, c'est-à-dire (BG)* 

Démonstration, Sur le dmmètre BE^ soit 
abaissée la perpendiculaire GP. Dans le 
triangle rectangle GPÂ^ à cause de Fangle 
BAG = 4S^, on aura aussi AGP = 45'' 
(Sa , &>. 1 ) , et par conséquent GP := P A. 
Or, on a (A G)* = (PG)* + (AP)« (47, &V. i); 
d6nc(AG)»=2(AP)%ou2(AG)*=4(AP)% 
ou encore 2 = (2 A P)* ; donc 

i/a=: aAPj AP =- 1/2; BP = AB — AP 
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On a ensuite ^ à catise de Tangle droit BGE 

(5i,iiV. 5), 

BP : BG :: BG : BE (8, 4, ZiV. 6); 

donc (17^ Iw. 6) 

(BG)* = BPx BE = 2BPj 
donc 

(BG)'=a^ /a. 

57* Lemme. Les choses étant comme au 
n* 36^ on aura 

(GE)* = 2+ /:x. 

Démonstration. (BE)»=î(GE/+(BG)* (47, 
Uv.i). Mais(BE)-=4, (BG)^=a — |/a (56) : 

donc 

4=(GE)* + ^— l/^î 

donc 

et par conséquent 

(G£)*==a+|/!i/ . 

PROBIiÎME. 

S8« Za circonférence étant d^à divisée en 
vingt-quatre parties égales (52)^ la sous-di^ 
mer en quarante-huit. '" 

Soluticfn. Soit fait à iiN =»Be = Ee (H) 
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aveccm quatrième cpmpas, et à AB = efi^ssev 
avec le premier compas. Les arcs K/i, /ctN^ 
M y^ vO seront les quarante-huitièmes parties 
de la circonférence. 

Démonstration. Si Ton conçoit les droites 
ka^ N/i, aN, aB (12), Tangle BAa étant 
droit, Fangle BAN = BA/i (SI) et les trois 
rayons AN, AB, kn égaux, on aura 

(£ïN)» = (aB)*— N/i.Aa(20). 
Donc, à cause de ^N=: Be, on aura aussi 

{'Bey = (aB)» —^n.ÈLU. 

i>e plus les triangles eAB, eAE étant rectan-^ 
gles en A (8 y i3, &V. i), puisque leurs côtés 
sont respectivement égaux , on aura 

(Be)' = (AB)- + (AO' (47. Us^. 0, 
et par conséquent 

(AB)* + (Ac)» = (aB)» — Nn.Aa; 
mais on a (éïB)* = (AB)*rf- (A^)% donc 

(AB)*-H(Ae)'==(AB)*+(A/i)*~JN[7i.Aa; 

d'où, retranchant (AB)' de part et d'autre y 
on a 

(A6)'=(Aa)*— N/ixAa. 
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^aîs (A£ï)*=2 (27) et Nn= i, puisque N/i 
lest la corde d'un arc de 60 degrés (SI )> donc 
(A c)* = 2 — |/a = le carré de la corde de l*iarc 
BG, qui est la huitième partie de la circonfé- 
rence (30 et 360 ^^ ^^^ ^^^^ ^'^^ B/jlzsz/jlG 
(24); retranchant ensuite de chacun de cesarcs^ 
les arcs égaux BK, NG (32), les restes K/a, ^aN 
seront égaux; et comme l'arc KN est la vingt- 
quatrième partie de la circonférence (32), 
chacun d'eux en sera la moitié , et par- con- 
séquent la quarante-huitième partie de la cir^ 
conférence. Il en sera de même des arcs K/a^ 
f»N,MF, etyO. 

d9. On pourrait aussi avec la même cons-^ 
tmction {^* 11), par le moyen des quatre 
compas ci-dessus indiqués , diviser la circon- 
férence en quarante-huit parties égales (8). 
En eiOTet, si avec le premier compafs d'une ou- 
verture =sAB/ on divise la circonférence en 
six parties, en commençant du point /a^ les 
arcs IF, HO, mo,fl, ng seront partagés en 
deux parties égales; puis divisant la circonfé- 
rence en six parties, en commençant du point y> 
on aura divisé en deux parties égales les arcs 
ohfj'i, nk, NG, FL; Divisant ensuite la cir- 
conférence en quatre parties avec le troisième 
compas d'une ouverture égale à Aa ,- en partant 

4 
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da point ft^ les arcs restans LD, ic seront di- 
vises en deux parties égales ; et en partant du 
point K y on partagera de même les arcs IC^ Id. 
Enfin divisant encore arec le premier compas 
la circonférence en six parties égales ^ mais en 
partant des derniers points trouvés avec le 
troisième compas , tous les autres arcs seront 
divisés en deux parties égales. 

La démonstration est la même que ceDe 
n* 53. 

PROBLiME. 

40. Diviser la circonférence BDc? en cinq 
parties égales. 

Solution. Tout étant comme dans le pro- 
blème du numéro 31 9 qu'on fasse (Jig' 12) 
h ka:s£^b:=s:Ob f avec le troisième compas» 
Que Ton fasse à B6:=: BQ, Tare BQ sera ta 
cinquième partie de la circonférence. 

Démonstration. Si Ton conçoit menées les 
deux droites NO^ A F, qui se coupent en X, 
Il cause des triatigles équilatéraux FIf A ^ FO A^ 
la droite AF sera divisée en deux parties égales 
au point X (10, Zm. i), ainsi que NO (14). 
Puis rare NFO étant égal à IW BC» (51), te 
carré de sa* corde NO sera égal au carré de 
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la corde BD =s 5 (3). D'où le carré de sa 

moitié y c'est-à-dire l!iX.*=zj(prop. 4, liy. 2, 

corolL). De plus, les points 6, A, X sont en 

ligne droite, et le triangle N6X est rectangle 

(12,15,14). Ona aussi (Ni)*=(Aa/=2(27); 
d'où l'on tire 

(Xè)'=(Ni)*-(NX)» (47, àV. ,) 
— 3__8 3_5 

Mais à cause de l'angle droit XÂB, qui est 
le même que FÂB, on a 

(BX)« = (AB)« + ( AX)- (47, &V. i). 

D'ailleurs, on a (AX)«=i(AF)*(;>rop.4, Uv. 2, 
coroU.)} donc 

(BX)•=,-Hi = | = (Xô^ 

Donc les droites BX, ILb sont égales. Donc 
on aurft le point b , le même qu'emploie Pto- 
lémée dans le premier livre de TAlmageste, 
pour inscrire dans un cercle un pentagone et 
un décagone régulier. P^oj*. la démonstration 
de Oavius , dans le scliolie dépendant de la 
proposition lo du Up. 1 3 d'Euclide. Vojr. aussi 
les numéro» suivans (45 > etc.), qui fourniront 
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la démonstration complète de cette proposi- 
tion et des suivantes. 

PROBLÈME. 

41 . Dis^Uer la circonférence en dix parties 
égales. 

Solution. Tout étant comme dans le pro- 
blème précédent (40), que Ton fasse (fig. m) 
à A^sBP, on aura BPsPQ. Chacun de ces 

« 

arcs est égal k la dixième partie de la circon- 
férence. 

Démonstration. Voy. la lo* proposition du 
Uv. i5 à'EucUde. 

PROBLÈME. 

42. Diviser la circonférence en cetit vingt 
parties égales. 

Solution. Tout étant comme dans les.nu-*> 
méros 52 et 40 , QI (fgi 1 2) sera la cent-ving- 
tième partie de la circonférence. 

Démonstration. En efiet^ Tare BI est égal 
à cinq vingt-quatrièmes (32) , et Tare B Q à la 
cinquième partie de la circonférence. Donc 

QI = BI-BQ=:^-i=^i=l^=JL, 

^ ^ a4 5 lao . 120 
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43. Maintenant on pourra ^ quand on vou- 
dra , avec quatre compas seulement , ou quatre 
ouvertures du même compas , et avec les deux 
seuls point aetb pris hors dç la circonférence , 
diviser la circotaférence du cercle en cent vingt 
parties égales. En effet, après avoir ^ avec le 
point a , et avec trois compas , divisé la circon - 
férence en vingt-quatre parties (problème du 
numéro 32) , et ayant trouvé le point b (40) , 
qu'on fa$sç^ avec le quatrième compas^ hAb 
=;?BP = FQ=;=QR=:RS, et par conséquent 
aussi = SE (41 )• Ensuite, pour diviser l'arc 
NG en cinq parties égales , dont chacune soit 
la cent-vingtième de la circonférence, qu'on 
Êisse à AA =ihq=:qp = l^ = Of = fCù 
znz co^. L'arc N6 sera divisé en cinq parties 
égales, et rpu pourra diviser de la même ma- 
nière tous les autres arcs GC, CI, etc. 

Démonstration. Puisqu'on aBQ=R£,BF 
= FE, IF=FL, on aura aussi IQ = LR; et 
comme L^ = QR, on aura aussi Qg =sLR 
= QI. De même QP étant égal à qp^ Qp sera 
aussi égal à P/i, et à QI. Pareillement, à cause 
de Itt = QP, on aura 'ttP = QI; et comme 
on a Oûû = BQ, 01 = IB, on aura encore \ûù 
;;=iQI. Déplus, à cause de 0)9= \tc ^ on a \rjû 
c==:9^ = QI ; puis, comme on a 
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0^=;=0f-f-fû)+A^=BP+PQ4-QR=BR, 

ea retranchant de part et d'aatre les arcs égaux 
OG, BL, on aura pour reste G^sssLRssQI. 
Enfin , à cause de BI == LN , si on retranche les 
arcs égaux BQ, hp, on aura pour reste QI 
=5 N/?. Donc on aura divisé l'arc N G en cinq 
arcs N/^, p¥, P^, t^, (pG égaux chacun à 
Varc Q I , et par conséquent égaux entre eux ; 
et puisque l'arc N G est un vingt'-quatrièine de 
la circonférence (52) , sa cinquième partie en 
sera le cent-vingtième. 

44. Nous avons donc jusqu'à présent &iit^ 
sans aucun autre instrument que le compas^ les 
mêmes divisions en parties égales de la circon- 
férence f que celles que faisaient les anciens en 
inscrivant au cercle les cinq polygones régu-* 
liers^ savoir : le triangle, le carré, le pentagone, 
l'hexagone et le décagone, et en joignant Tusage 
de la règle k celui du compas , tandis que l'on y 
est parvenu d'une manière commode, en pre- 
nant seulement deux points hors de la drcon** 
férence , et en n'employant que quatre ouver- 
tures d'un seul compas, ou bien quatre compas 
(43 > H)- E^n comparant cette méthode avec la 
tnéthode connue , on pourra juger de sa sim-^^ 
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plicitë, de sa brièveté et de sa précison dans 
la pratique. 

45. G>iniiie on a par le n^ 40 

A6 = XÔ— XA, 
on auria 

FÔ.A6=:(X6)*--(XA)*»(XB/— (XA)* 
= (AB)-; 

ou bien 

•Fè.Afr=(FA)*î 

donc U droite ¥b sera divisée an point A en 
moyenne et extrême raison ( 50f Uv^ 6 ). 
46 • On aura donc 

FA . A3 ws (FA -f- Aft . A* = (/A)» 

=(/A+A*) . kb =zfA . hb+{Aby 
=/AC/A-/6)-f-(A6)' 

Ayant donc 

(fky=(fky^fA.p + (kby, 

retranchant {ff^Yf et ajoutantyA .fb , on aura 
fA.fb sas ( A^)* : donc aussi la ligne A/ sera 
divisée enb, en moyenne et extrême raison. 

47. Si du centre b, et d'un rayon ^A, on 
décrit un arc qui coupe la circonférence au 



56 GÉOMÉTRIE DU COMPAS^ 

point T, on aura 

T/=TÔ = 6A. 
Bn effet, on aura 

d'où (17, Z/V. 6) om tire cette proportion 

/A:/r::/r:/&. 

Donc les deux triangles yAT,yST, qui on^ 
l'angle en y*commun , aurqnt leurs côtés con- 
tigus porportionnels ; donc (6, /<V. 6 ) ils seront 
semblables; donc aussi le triangleyi&T sera isos- 
cèle j ce qui donne T 6 = Tf. 

48. L'angle T6A=:T/6 + 6T/(32,/iV. i) 
z=zTbJ+ bAT; en ajoutant Tbf, on aura 

T6A + T6/=aTi/+6ATî 

mais T & A + TbJ valent deux angles droits : 
(i5, &V. i) j donc 2Tbf+ bAT valent deux 
angles droits. Mais Tbf= 6AT + 6T A (Sa, 
Iw. i) = !ibkT(5,lw. i);donc2T6/+6AT 
3=5 AAT = deux angles droits. Donc l'angle 
A AT, qui est le même que l'angle yAT, sera 
un cinquième de deux angles droits , et l'arc 
fT un dixième de la circonférence. 

49. Si l'on prend la corde ft zs=:fT, on aur% 
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aussi htzssft (47), et les deux droites <T, hf 
se couperont au milieu à angles droits en un 
point X (14) ; alors on aura (Ty)' == (T^) ■ 
(»•)'; d'où l'on tire 



4 (T/)« = 4 (Aft)« = 4 (Tr)' -f- 4 (/j)« 

(T/> = 4 (Aft)' -, (/;&)% 

Mais C/*)^ =s (/A ^ A 6)' = (/A)» — a/A . A & 
H- (A6)>; donc 

(T <)• = 3 (A*)* — (/A)' 4- a/A . A *. 

Or a /A. A6 = a/A (/A — /*) = a (/A)« 
^ a /A ./^ = a (/A)» — a (A 6)* ; donc 

(T/)- = 3(Aô)'~(/A)'+a(/A)'--a(A*)' 
== (/A)* + {khy == (BA)« + (A*)* 

Donc aussi T< = Bôj mais T« est la corde d^ 
deux dixièmes, ou d'un cinquième de la cir- 
conférence; donc Bi l'est aussi; donc, ^c. 

50. Dans le triangle rectangle ABb, fe 
carré du côté du pentagone est égal à la somme 
des carrés des côtés de Fhexagone et du décon 
gone. Cette proposition est la lo» d^i li(K i^ 
d'Euclide. 
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Si • Les c6tës du triangle rectangle ABb 
sont condes d'arcs qui sont en {nrogresston 

contre harmonique. Car ces arcs sont ^9 kf — 

de la circonférence , et l'on trouve cette pro- 
portion : 

5 6*6 10 *' lo * 5* 

52. Des proportions /6 : bA :: 6 A : A/ 
(4(i), et/6 : bX :: bk : AF, il suit que le 
diamètre F/ est divise aux points A et. ^ en 
trois parties qui sont en proportion continue. 

PROBLÈME. 

55. Diviser la circonférence en vingt par- 
ties^ c'est-à-dire trouver la vingtième partie de 
la circonférence. 

Solution. Tout étant comme au n^ 40^ soit 
fait dans le quart de cercle BY f, fvzsi Bb, 
i'arc B V sera la vingtième partie de la circon- 
férence. 

Démonstration. En effet , on a BV = BJ 

Autre solution. Tout étant aussi comme au 
n^ 40, soit fait dans le quart de cercle BV/", 
6 V = AB, l'arc BV sera la vingtième partie 
de la circonférence. 
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Démonstration. La droite k,b étant la corde 

de la dixième partie de la circonférence , l'arc 

BY sera la moitié de cette dixième partie ^ 

c'est-à-dire la vingtième (Sî4). 

54. A cause de V6 = VA , le triangle A Vi 
est isoscèle, ainsi que bTf. De plus, comme 
on a FA : kb :: kb : ô/(53)> ou en substi- 
tuant des valeurs égales , V A : Ai :: T 6 : bf^ 
les deux triangles isoscèles auront leurs côtés 
proportionnels; donc ils seront semblables. 
(6, liv. 6) 

55. Comme on a aussi 6F : FA :; FA : kb 
(45 et i^^ &V. 6), en substituant des valeurs 
égales p on aura 6F : 6V :: 6V : A^.Donc les. 
côtés qui forment l'angle commun en 6, diins 
les deux triangles 6F V, 6 VA, seront propor- 
tionnels , et par conséquent ces triangles seront 
semblables (6, liv. 6); donc aussi le triangle 
6 F V sera isoscèle , et l'on aura F V =? F 6. 

56- I/arc/V étant un cinquième Ç^)f ®* 
l'arc fT un dixième de la circonférence ( 4if\ 
l'arc TV en sera aussi un dixième; d'où la 
corde T V = T/= ï6 =ç= 6 A. Mais on a aussi 
V 6 = T A (55) î donc les deux triangles V T b, 
T 6 A seront égaux , puisqu'ils auront tous leurs, 
côtés respectivement égaux (8, 4» ^^- ^)* 
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PROBLÈME. 

57. Dwiser une circonférence en deux cent 
(quarante parties égales* 

Solution. Tout étant comme au n^ 4^ f ^^^ 
divisé par le moyen donné (58> 59) l'arc NG 
au point S" en deux parties égales^ ce qu'on 
peut faire en faisant les cordes vfi, fij" égales 
au rayon ep. Les deux arcs PcT, cT^ vaudront 
chacun la deux-cent-quarantième partie de la 
circonférence. (Foj^ez encore le n* 58.) 

Démonstration. En effet, soustrayant des 
deux moitiés NcT, G^T, les arcs égaux NP, Gtt 
(45), il restera P<r= cTTr. Mais P^r est la 
cent-vingtième partie de la circonférence (45) ; 
donc, etc. 

58. On pourra, avec une ouverture de com- 
pas prise du point ^T à un point quelconque 
N de la division déjà obtenue (45) , continuer 
à diviser en deux toutes les cent-vingtièmes 
parties de la circonférence. Par exemple , avec 
cette ouverture , en plaçant le centre en p, on 
divisera l'arc tt^j en plaçant le centre en P, on 
divisera l'arc ^G, et ainsi de suite. 

59. Les trois points a et b (Jig. 1 2 ) et e 
(fig. II) sont très remarquables; car, au 
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moyen de ces seuls points pris hors de la dr-^ 
conférence , nous avons divisé la même en deux 
cent quarante parties égales, et nous sommes 
ensuite parvenus à en déterminer la deux-cent- 
quarantième partie^ en n'employant que les 
cinq ouvertures de compas AB^ BJ), Aa, aN, 
A£. Comme ces points peuvent servir dans kt 
suite à plusieurs autres usagjes impprtans ^ noas 
trouverons , par rapport à eux ^ tr6is équations 
fondamentales , desquelles nous tirerons^ quand 
il sera à propos^ douze autres équations, et 
dont nous ferons voir les applications lorsque 
l'occasion s'en présentera^ 

PROBLÈME. 

60* Diviser un arc quelconque BC (fig. ï3 ) 
en deux parties égales en G. 

Solution* Avec le rayon AB, qui a décrit 
l'arc BC k diviser, et des centres B> et C,^ qui 
sont les deux extrémités de l'arc, soient décrits 
les arcs AD, AE; qu'on fasse à BC= AD 
== AE (10)î puis des centres D et E, et d'un 
rayon DC = BE, soient décrits deux arcs qui 
se coupent en F. ]\&intenant avec le rayon A F, 
et des mêmes centres D ef Ë, qu'on décrive 
deux autres arcs qui se coupent en 6 , le point 
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6 sera «ur la circonférence , et Ton aura l'arc 
BG==:GC 

Démonstration. Les côtés des trois triangles 
DBA, BAC, ACE, étant respectivement 
égaux, on aara Tangle BC A = C AE (8, Iw. i). 
Dcrnc BC sera parallèle à AE (28, &V. i> ; donc 
B AEC sera un parallélogramme (35 , AV. i). 

On prouvera de la même manière que fi C A D 
est un parallélogramme. On a ensuite , dans le 
parallélogramme BCAD, la diagonale AB 
égale aux côtés opposés BD , AC. Donc le carré 
de la diagonale DC sera égal à la s&mme du 
carré de l'autre diagonale AB, et des carrés 
des deux côtés AD, BC (25), c'est-à-dire 
(DC)»=(AB)*+2 (AD)*j et comme les deux 
droites D A , AE sont parallèles à la droite BC, 
les points D , A , E seront dans la xakvcL'^ ligne 
droite. De plus, les triangles FAD, FAE ayant 
tous leurs côtés égaux, les angles FAD, FAE 
seront ^aux (8, &V. i)> et par conséquent 
idlt>its ( 1 3 , /{V, I )• On aura donc 

(DF)- = (AD)- + (AF)-; 
niai«(DF)* = (DC)*î donc 

(AD)'' + (AF)« = (AB)* + 2(AD)«; 
et ôtant ( A D )% oh aura 



j 
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(AF)»=(AB)*H-(AD)-. 
Mais (DG)*=:(AF)*: donc 

(DG)' = (AB)- + (AD)- 

et parce que les triangles G A D, G A E ont leurs 
e6tés ëgaiût^ les angles G AD, GAE sont égaux 
et droits (8) (i5, &V. t). Donc 

(DG)» = fAG)»4-(AD)^ 

donc AB = AG, et par conséquent le point G 
est sur la circonférence. Otant ensuite des an- 
gles droits GAD, GAE , les angles égaux BAD 
CAE^ les angles restans BAG, GAC seront 
égaux ; donc Tare B C est divisé en deux par^ 
tîes égales au point G (55, &V. 6). 

61 • Remarque. Si Tare à diviser était très 
petit, comme bc (Jig. i5), il vaudrait mieux, 
dans la pratique , y ajouter de part et d'autre 
des arcs égaux un peu grands , comme bC, 
cC^ et diviser ensuite l'arc BG en deux par- 
ties égales au point G : Tare bc se trouverait 
ainsi divisé en deux parties égales. 

62. Si au contraire l'arc à diviser était trop 
grand, comme PGQ, il faudrait en retrancher 
de part et d'autre des arcs égaux PB , QC , afin 
de donner une grandeur moyenne à la moitié 
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«PROBLÈME, 

66* Partager en deux parties égales la dis-- 
tance AB, c'est-àr^re trouver le point M qui 
soit au milieu de la droite AB« 

Solution /". Après avoir décrit {Jig. i4) la 
demi-circonférence BCD£(64), du centre Ë 
et d'un rayon EB soit décrit un arc indéfini 
P B/i; du centre B et d'un rayon BA ^ soit en<- 
cûre décrite la demi-drconférence/^APm; en- 
suite , du centre P et du rajon PB soit décrit 
l'arc BM^ etqu'onûisseà Pm:srBM; lepoint 
M aéra le point cherché* 

Démonstration. La ligne Bm sera sur le pro- 
longement de Bp ( i5, liv. 4)- Substituant les 
trois lignes égales BP, Bp ^ Bm aux trois lignes 
égales lipf pBy /iS du n^ 22, les trois lignes 
égales PE, BE, /^E aux trois lignes AQ, />Q, 
BQy et la ligne Pmàla ligne AS; l'équation 
AS./iQ = {kpY (22) deviendra Pm.BE = 
(BP)\ Mais BE = aAB, et BP = AB: donc 
aAB.P/» = (AB)*; et divisant par A B , on a 
2Pm = AB= 2BM. De plus, les triangles 
BPM, BPm ont leurs angles égaux (8, Z/V. i) : 
donc mP est parallèle à BM (a8^ /i(^. i )• Mais 
les triangles BPm, BPE ont aussi les angles 
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égaux (22) : donc mP est parallèle à BE f ^28 > 
ÀV. I } ; donc les droites BM, BE se confondent» 

Solution II, Du point A ccmime centre ^ et 
dn rayon AB (Jig, i5j| soit décrite la demi-^ 
circonférence BCDE (64); des points fi et 
£ comme centres > et du même rayon AB^ 
soient décrits les deux arcs indéfinis CP^ DQ; 
des mêmes points B et E, comme centres^ et 
du rayon BE, soient décrits les deux arcs EQ^ 
BP; du centre P et d'un rayon PB soit décrit 
l'arc BM; enfin qa'on décrive du point E 
comme centre, et d'un rayon tQ, un arc qui 
coupe l'arc BM au point M; le point M sera 
le point cherclié. 

Démonstration. Après avoir fait les suhsti^ 
tutions nécessaires dans lajfîg. 5 (25) , on aura 

PQ.BE = (BE)*~(BP)*. 

Mais BE = 2AB, BP = AB, PQ = ME; 

donc 

aME-AB = 4(AB)« — (AB)»=±5(AB>-î 

donc, divisant par AB, on aura 2MÉ=3AB. 
Mais à cause dé l'égalité des côtés opposés, 
PQEM sera un parallélogramme qui, divisé 
en deux triangles équilatéraux par la diagonale 
QM, donne FanglePQM=:QME (8, liv. i) t 

5.- 
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d'où l'on voit que PQ est parallèle à ME (28, 
Iw. i), et PM parallèle à QE (35, Uv. i). De 
plus, on a PQ parallèle à BE (25) : donc ME, 
BE coïncident; donc, ayant MEasMA+AE 
= MA+AB, on aura 

:2ME = :2MA + 2AB= 3AB; 

d'où l'on tire 

:2MA = AB. 

Solution III. Du centre A et d'un rayon AB 
soît décrite (Jig. 16) la demi -circonférence 
B0DE (64),* du centre B et d'un rayon BE 
soit décrit l'arc indéfini PE/? ; du centre E et 
d'un rayon EG, qu'on décrive un arc qui coupe 
ce dernier aux points P et/} j des centres P et/?, 
et du même rayon PE, soient décrits deux arcs 
qui se coupent en M , le point M sera le point 
cherché. 

Démonstration. Le point M sera sur la droite 
BE (1 5) ; et en substituant dans l'équation (4 9) 
^P ./?Q= ( fkp Y les distances , c'est-à-dire les 
droites correspondantes de cette figure, on 
aura l'équation EM.EB = (PE)S D'où, a 
cause de (PE)»=(EC)» = 5(AB)* (12, ÛV. i5) 
(2) , on aura 

2AB.EM = 5(AB)%- 



\ 
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et divisant par AB, 2EM =s 3AB, ou bien 

^A£h-:2AM = 5AB: 

d'où, retranchant les quantités égales 21 AE, 
:iAB^ il reste 2AM = AB. 

* SohaionIF'. La demi-circonférence BCDE 
(Jig. 17) étant décrite (64) ; du centre B et 
d'un rayon BD soit décrit un arc indéfini 
àHp } du centre E et du même rayon BD 
soit décrit un arc qui coupe celui aUp au 
point a; puis du rayon Ka et du centre Ë 
soit décrit un arc qui coupe cet arc àHp en P 
et />; enfin du même rayon Aa et des centres 
¥ et p soient tracés deux arcs qui se cou- 
pent en M , le point M sera le point cherché. 

Démonstration. Le point M sera sur la droite 
BE (13); puis^ faisant les substitutions néces-^ 
saires dans l'équation 

(AQ)' = (Ap)V+/>Q.PQ, (18) 
on aura 

(PB)* = (PE)*4-EB.MB5 

ou 

(BD)- = (Afl)* •+■ aAB.MB ; 

ou bien (12, &V. i5), (2) 

5(AB)* = 2(ABY (27) + 2AB.MB; 
d'où y soustrayant ^(AB)*, 
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AB=:îMB. 

On peut donner plusieurs autres solutions 
de ce problème, ou en employant de nou-^ 
veaux rayons de cercle, ou en combinant 
eqtra elles les solutions précédentes ; mais je 
crois inutile de les indiquer. En voici une 
assez simple , mais qui pourtant n'est pas très 
exacte dans la pratique, parce que les arca 
sy coupent à angles trop aigus. 

Solution V. Après avoir décrit {Jif^. i4)> 
ï". du centre A et d'un rayon AB la demi-cir* 

conférence BCDE (64) ; ^^% du centre E et d'un 

rayon EB l'arc indéfiiii PB/>, qu'on décrive du 

centre B et d'un rayon AB un arc qui coupe 

l'arc P B/> en P et jp j soient encore décrits , des 

centres F et/2 et du même rayon AB, deux arca 

qui se coupent en M , le point M sera le point 

cherché* 

Démonstration. Le point M sera sur la droite 
BE (1 5) ; çt comme , à cause d'un angle à la 
base commun en B (5, 52 , Us^. i » 4> ^^* 6)> 
les deux triangles isoscèles BPM, PBE sont 
semblables , on aura 

BE : BP :: BP : BM : 

d'où (17, liv. &) 



LIVRE TROlSlÈM)S. 7I 

BE.BM=(BP)*=(AB)\ 
ou 

âÂB.BMt=(AB)«; 

et divisant par ÂB , 

3BM »AB. 

PROBLÈME^ 

67- Continuer la sous-dwision en deux par-- 
ties égales, as^ec une construction plus simple, 
de AM en N^ de AN en 0, etc. , à tinfini. 

Solution r\ Après avoir décrit {Jig. 1 8 ) du 
rayon AB la demi-circonférence BCDE (64) ; 
du centre B avec le ménie rayon AB ^ l'arc indé- 
fini P'C A/?'; des centres E et B et du rayon BE 
les deux arcs R'QT'B/çV, PQRErj/?; et du 
centre E du rayon EC^ l'arc FCp; si Ton dé- 
crit des centres F' et p' et du rayon AB deux 
arcs ^ ils se couperont en M au milieu de la 
droite AB {solution V) (66)- Si des centres P 
etjp et du rayon FE on décrit deux arcs^ ils 
se couperont aussi au même point M (solu^ 
tion III) (66). Qu'on fasse maintenant à AP' 
= BQ =B/=:9'N = Q'N(H), le point N 
sera au milieu de la droite A M. Qu'on fasse à 
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AQ' = BR' = BA^ = r'O = R'0, le point 
sera au milieu de la droite AN. Eu continuant 
lunsi j on diviserait de la même manière AO 
en deux parties égales, etc.^ à Tinfini. 

Démonstration. Si Ton imagine une droite 
F'A qui divise en deux parties la base BE du 
triangle F^BE (12), on aura (26) 

(BF)* + (FE)*= !i(AB)*+ !i (AF)'. 

D'où, après avoir substitué les valeurs de BP' 
= AB et de P^E = 2AB; et soustrayant 
2 (À B)S on aura 5 (A B)? = n ( AF)* j d'où Ton 
tirera y en divisant par n , 

(APr = (BQ')' = |(AB)'; 

et comme le point N est sur la droite BE ( |3 )^ 
le triangle isoscèle Q'BN, à cause de l'angle 
commun en B (5 et 32, Iw. i f4f ^^' ^) ^^^ 
semblable au triangle Q'BE. D'où (BQ')^ 
s= BN.BE (17 ^ Iw. 6). Puis , comparant ^ntrei 
elles les deux valeurs de (B Q')*, l'on aura 



5(AB)* = BN.BE=2BN.AB 



et divisant par 2 A B , 



^AB=?BNî 

4 
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donc 

4 
Pe même on aura (26) 

(BQ')« + (Q'E)«=;2(AB)»-fa(AQ')-; 
d'où 

?(AB)' + 4(AB)' = a(AB)« + 2(AB)«î 
pt réduisant 

2(AB)^=:(AQ')«=:(BR')'. 

Mais (BR')« = BO.BE=aAB.BOj 

donc aussi 

2(AB)»=a;AB.B0j 

OU 

2âB=B0, et AQ = gAB,etc 

Solution II. Qu'pn fasse à AP :== EQ = E^ 
== f N s= QN^ le point N sera au milieu de la 
droite AM. 

Qu'on fesse à AQ = ER = Er=rO = RO, 
le point sera au milieu de la droite AN. 
Continuant de la même manière ^ on partager- 
rait en deux la droite AO, et ainsi de s^itç 
fi l'infini, 
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Démonstration. Eu effet, on a (26) 

(PE)» + (PB)* = 2 (A B)" H- 2 (AP)* ; 

puis, substituant les valeurs de (PE)* = (CE)' 
= 5(AB)*(ia,&V.5)(2),etdc(PB)'i^(BE)' 
= 4 (AB)*, on aura 

7 (AB)»cK a (AB)» + 3i (AP)*; 
d'où ôtant 2(AB)% et divisant par 2, on a 

f(AB)-=(AP)-=(EQ)'. 

Mais à cause dçs triangles isoscèles sembladbles 
EQN,EQB(15)(5et3a,/iV. i,4eti7, àV.6), 
(EQ)' = EN,EB;donc, 

5 (AB/ = EN. EB = 2 EN . A B j 

Jm 

et divisant par 2 AB , on a 

7AB=:EN, etAN = iAB. 

4 4 

En raisonnant de la même manière , on aura 
(QE)*H-lQB)*=3(AB)--h3(AQ)'; 

d'où : 

^(AB)'H-4(AB)«=a(AB)»-f-2(AQ)'; 
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d'où aussi 

|(AB)» = (AQ)* = (ER)*==EO.EB 

= 2AB.E0,- 
et divisant par a AB , 

|AB = EO 

et 

AO=gAB,etc. 

Solution m, Pu centre A et du rayon AB 
C%* ^9) soit décrite la demi -circonférence 
BCDE (64); avec le même rayon AB, et des 
centres B et E, soient décrits les arcs indéfinis 
CP, Dp; des mêmes centres B et E, et du rayon 
BE, soient décrits les arcs E/^^rr, BPQR, on 
pourra trouver le pointM, enfaisant PM = PB, 
EM = Vp {solution JI) (66). Actuellement^ 
qu'on fasse à AP = BQ = QN = Eç; qu'on 
fasse aussi à Q^ ss EN , le point N çera au mi- 
lieu de la droite A M. Soit fait pareillement à 

AQ=BR=aRO = Er, et àRr=:EO, la. 

point sera au milieu de la droite AN. 

Démonstration. Après avoir fait dans la^g. 5k. 
(23) les substitutions nécessaires^ on aura 

Q9.BE==;;:(BE)« — (BQ)\ 
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MaisBE=aAB, et(BQ)* = - (AB)* (vo^^ez 
la démonstration de la solution F* ); donc 

aQî.AB = 4(AB)» — ?(AB)'j 
puis, divisant par a AB, et réduisaat, on a 

Qî=|ab. 

5 

Donc aussi EN == 7 AB; donc la droite AB 

étant la même dans les deux^g:. 18 et 19^ les 
côtés des deux triangles Q'NE (Jig. 18)^ QNE 
C%* 19), seront aussi les mêmes. D'où en su- 
perposant les trois points B ^ Q/Ede hijig. 19^ 
sur les trois points B, Q', E de \^Jig* 18, les 
points N des deux figures se confondront aussi ; 
donc^ etc. 

De même 9 faisant les substitutions néces- 
saires dans la figure 5 (25), on a 

Rr.BE=(BE)* — (BR)*. 

Mais (BR)*:5= 7 (AB)* {démonstration de laso^ 
lotion P'); donc 

Rr.BE=(BE)*-.|(AB)*j 
ou bien^ substituant 2 AB à BE^ on a 
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2 AB.Rr=:4(AB)» — I (AB)*; 

puis 9 divisant par n ABet réduisant , 

Rr = |AB=OE. 

Donc les points E^ R, B de la fig. 19 comci- 
dant avec les points Ë ^ R', B de la fig. 1 8 ^ ef 
les lignes RO et EO y étant respectivement 
égales aux lignes R'O^ EO de la fig. 18^ le 
point coïncidera auâsi. D^où Ton voit que le 
poiilt O se trouvera au milieu de la ligne A N. 
On démontrerait de même p6ur les autres di- 
visions jusqu'à l'infini. 

On pourrait employer d'autres moyens pour 
trouver les mêmes points : mais nous passerons 
à d'autres divisions de la ligne AB en un nomibre 
différent de parties. 

PROBLÈME. 

6&. Diviser la distance k^ en trois parties 
égales. 

Solution. Qu'on ajoute en ligne droite de 
part et d'autre à AB {fig. 20) les deux dis- 
tances AE, BV qui lui sont égales (64) ; des 
œntres E et V et du rayon E V soient décrits les 
deux arcs indéfinis QVç, PE/?; des mêmes 
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centres E et Y et du rayon E B soient àécTilÉ 
deux autres arcs qui coupent les premiers 
en Q^ q, elT , p; avec ce même rayon EB , et 
des centres F et p, soient décrits deux arcs qui 
se coupent en T / enfin , avec le même rayon 
et des centres Q^ q soient décrits deux arcs qui 
se coupent en ^ , la ligne A fi sera divisée en 
trois parties égalés aux deux points T et t. 

Démonstration. Les points T^ t seront dans 
la ligne droite YE (15); puis, à cause de 
l'angle commun en Ê (5 et 52, /iV. i ; 4, ^V. 6) , 
le triangle isoscèle EPT sera semblable au 
triangle isoscèle EPY; donc (PEj*=ET.EY 

(17, liv. 6). Substituant dans cette équation 
iiABpourPE, etSAB pour EY, elle de- 
viendra I AB = ET ; d'où AT = 5 AB. On 

démontrerait de même que B t est un tiers dé 
AB, et par conséquent aussi T t. 

PROBLÈME. 

69. Diviser une distance A B en un nombre 
quelconque de parties égales 

Solution. Un exemple ou deui£ feront mieux 
sentir la règle générale. 
. Exemple I". Soit (>îg. ai ) la distance AB 
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à diviser en cinq parties égales ; qu'on lui ajoute 
en ligne droite les quatre distances AE, EF^ 
FG, GH (65) qui lui sont égales ^ de niailière^ 
quelle soit quintuplée en BH, ^ert^à-dire 
multipliée par autant d'unités qtill y en a dans 
le nombre qui indique en combien de parties 
on veut la diviser* Des extrémités B et H ^ 
comme centres^ et avec un rayon AB de la 
longueur de la distance qu'on veut diviser^ 
qu'on déaive deux arcs indéfinis A C^ G I ; de» 
mêmes centres B et H ^ et avec un rayon B H ^ 
soient décrits les deux arcs HI, BC; puis du 
Centre C et du premier rayon AB qu'on décrive 
un arc indéfini B Q ; enfin , du centre H avec 
le rayon CI qu'on décrive un arc qui coupe 
L'arc BQ en Q; la distance BQ sera sur la di-^ 
rection de la ligne BA , et en sera la cinquième 
partie. 

Si l'on ajoute ainsi à BQ la droite égale 
Q? (^)> ^^ ensuite les autres lignes égales çr^ 
rs , ou aura déterminé toutes les cinquièmes^ 
parties de la droite B A. 

Exemple II. Si l'on veut diviser la distance 
AB en sept parties égales (Jig, 22 ) y soit faite 
la ligne BH sept fois plus grande que BA; des^ 
extrémités de cette ligne , c'est-à-dire des^ 
points B et H, et avec le rayon AB^ soient 
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décrits les arcs indéfinis AC^ 61; des mêmes 
centres B et H, et du rayon BH ^ soient décrits 
les deux arcs HI, BC; du Centre C et du pre-' 
mier nyon AB soit décrit un arc indéfini B Q ; 
du centre H et du rayon CI soit décrit un arc 
qui coupe cet arc BQ en Q ; BQ sera &ixt la di- 
rection de BA , et en sera la septièiùe partie. 
Démonstration. Les triangles CQI^ IHQ 
ayant leurs côtés respectivement égatix^ on 
aura Tangle CIQ == IQH (8, Iw. i) ; donc CI 
est parallèle à HQ(28^ ZtV. i). De plus ^ la 
ligne CI étant aussi parallèle à BH (23)^ le 
point Q sera sur la ligne BH. D'où Ton voit cfue 
les deux triangles isoscèles CBQ, CBH ayant 
un angle à la base commun en B , seront sem- 
blables (5, 32> lii^. 1} 4> ^^* ^) f ^^ quî donne 

HB:BC :: BC:BQ, 
ou bien 

HB : AË :: AB:BQ: 

donc la ligne AB sera autant de fois plus 
grande que BQ , que la droite HB sera de fois 
plus grande que AB. 

Solution JI. Si l'on veut diviser (fig. aS) là 
ligne AB^ par exemple , en cinq parties égales^ 
après avoir déterminé , comme dans la solu--' 
tion Ij la ligne BH cinq fois plus grande que? 
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la ligne ÂB , soit décrit du centre H et du rayon 
AB un arc indéterminé CB^; maintenant, du 
centre B, avec le rayon BÂ, qu'on décrive la 
demi-circonférence cCK (64); puis, du centre 
C, avec le même rayon AB, soit décrit l'arc BQ ; 
enfin du centre B et du rayon CK qu'on dé- 
crive un arc qui coupe cet arc BQ en Q, la 
ligne BQ sera la cinquième partie de la ligne 
BA , et sera placée dans la même direction. 

Démonstration. La droite BK sera sur le pro- 
longement de la ligne BC (i5, Uv. 4)* Après 
avoir fait les substitutions nécessaires (22), 
on aura 

KC.BH = (BC)« = (AB)«; 

ce qui donne (17, &V. 6) 

BH : AB :: AB : KC; 

ou bien 

BH : AB :: AB : BQ: 

donc la même ligne AB sera d'autant plus grande 
que BQ, que BH sera plus grande que AB; 
et quand on aura BH = 5AB, on aura aussi 
AB = 5BQ; ensuite les deux triangles BKC^ 
BCQ ayant tous leurs côtés égaux entre eux^ 
on aura l'angle KGB s=: CBQ (8, &V. i). Mais 
l'angle CBH est aussi égal à l'angle KGB (22) : 
donc BQ sera sur la direction de BH.. 

6 
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70* U est clair que ce dernier problème (69) 
peut être très utile dans la pratique pour di- 
viser en lignes un pied déjà divisé en pouces , 
puisque BH étant égale à douze pouces, BQ 
deviendra égale à la douzième partie du pre- 
mier pouce AB, c'est-à-dire à une ligne. On 
pourra de la nobême manière sous-diviser en 
centimètres le mètre déjà divisé en décimètres. 
Quand la droite AB , sur laquelle on doit trou- 
ver le point Q j sera décrite , l'opération sera 
plus simple, puisque , sans décrire du centre C, 
et avec le rayon AB, l'arc BQ, il suffira de 
couper en Q la droite donnée AB avec les ou- 
vertures de compas précédemment indiquées. 
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DE L'ADDITION ET DE LA SOUSTRACTION DES 
DISTANCES ; DE LA SITUATION DES PERPEN- 
DICULAIRES ET DES PARALLÈLES. 

71 . Il est sans doute fort simple et très fa- 
cile d'ajouter k des distances données , ou d en 
retrancher une autre distance avec la règle et 
le compas , en tirant une droite indéfinie par 
les deux extrémités de la première distance 
et en y ajoutant ou en en retranchant avec le 
compas la seconde distance (3, lii^. i); mais il 
n'est certainement pas aussi prompt ni aussi 
aisé de le faire avec le compas seul *: aussi 
ne donnerons-nous pas ici les problèmes sui- 
vans comme d'un grand usage , mais seule- 
ment pour faire voir <ju'il n'y a aucun pro- 
blème de Géométrie élémentaire qu'on ne 
puisse aussi résoudre avec le compas seul dans 
le sens déjà expliqué (1)^ ce qu'on démon- 
trera dans la suite plus rigoureusement , et 
pour remplir la promesse que nous avons 
faite (7) de n'omettre aucun des élémens de 
cette nouvelle Géométrie. 

6.. 
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PROBLÈME. 

7% De la distance AB (fig. 24) retran-- 
cher une distance égale à CD. 

Solution. Du centre B et du rayon CD ( si 
c'est du côté de B qu'on veut retrancher la 
distance) décrivez la circonférence FGEH; 
du centre A ^ et d'un rayon quelconque soit 
décrit un arc qui I9 coupe en E et F , et di- 
visez en deux parties égales au point G Tare 
EGF (60) 9 le point G sera sur la droite BA^ 
et l'on aura pour reste la ligne G A. 

Démonstration. Les triangles EBG, FBG 
ayant les côtés égaux, l'angle EBG sera égal 
à l'angle FBG (8, liv. i) : donc l'angle EBG 
sera égal à la moitié de l'angle EBP. Les 
triangles EBA, FBA ayant aussi les côtés 
égaux entre eux , on prouvera de même que 
l'angle EBA est aussi la moitié de l'angle SB F. 
Donc l'angle EBG est égal à l'angle EBA : donc 
le point G est sur la droite BA. Mais BG est 
aussi égal à C D : donc en retranchant de A B 
la droite CD , on aura G A pour reste. 
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PROBLEME. 



75. Ajouter a la ligne AB (fig. 25) la dis- , 
tance CD en ligne droite. 

Solution. Du centre B (si c'est de ce côté 
qu'on veut ajouter la distance CD) et d'un 
rayon CD, soit décrit le cercle F6EH. Du 
centre A , et d'un rayon quelconque , soit dé- 
crit un arc qui coupe le cercle en Ë et F ; 
qu'on divise en deux parties au point H l'arc 
EHF ( 60), le^înt H sera sur la droite AB , 
et AH sera la somme àes deux distances AB , 
CD. 

Démonstration. Les triangles EBH, FBH 
ayant les côtés respectivement égaux, ainsi 
que EBA, FBA, l'angle EBH sera égal à 
l'angle FBH, et l'angle ElBA égal à l'angle 
FBA. Donc 

EBH + EB A = FBH -+- FBA. 

Mais la somme de ces quatre angles vaut 
quatre angles droits (i5, /rV. i) : donc leui 
moitié (par exemple EBH + EBA) vaudra 
deux angles droits ; d'où l'on voit que la ligne 
HBA sera droite (i4, U^* i). De plus, BHsaCDj 



'v 
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donc 

AH = AB + CD. 

PROBLÈME. 

74- Placer sur AB (fig. 25)> de B vers A, 
la distance CD plus grande que AB. 

' Solution. Du centre B et du rayon CD , soit 
décrit un arc indéfini LMN^ ou un cercle en- 
tier; du centre A, et d'un rayon arbitraire, 
soit décrit un arc qui coupe le premier aux 
points L et N ; qu'on divise l'arc L N en deux 
parties égales au point M (6Q), la ligne BM 
sera la ligne CD placée où on voulait qu^elle 
le fût- 

Démonstration. Comme on a Tangle LM A 

âk NMA ±st l LMN, et aussi LMB sNMB 

= - LMN, on trouvera, par le moyen des 

démonstratioiis des deux problèmes précédens, 
que l'angle LM A s=: LMB : d'où l'on voit que 
B AM est droite | de plus, elle est égale à CD : 
donc, eto. 

75. Observation. Si l'arc décrit du centre A 
(toupatt à angles trop aigus l'arc décrit du 
centre B , ce qui arrive quand la ligne AB est 
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trop petite par rapport à CD, il faudrait 
ajouter à BA la ligne égale AE en ligne 
droite , et couper avec un arc décrit du 
centre E en L et M l'arc LMN décrit du centre 
B; si aloi's les angles des deux arcs sont encore 
trop aigus, il faut tripler, quadrupler, etc. 
(65), la ligne BA de B vers A , jusqu'à ce 
que le point qui la termine, pris pour centre 
du second arc, donne les angles d'intersec- 
tion en L et M plus approchans de l'angle 
droit. On fera la même chose dans les cas 
semblables pour les n*** 72 et 73. 



PROBLEME. 



76. Etant donnés deux points K et B 
(fig. 26) , trousser un point H tel que la droite 
BH soit perpendiculaire en H à la ligne AB, 
et égale à une ligne donnée CD. 

Solution. Du centre B , et avec la distance 
CD pour rajon, soit décrit un cercle FEH G; 
du centre A, et avec la distance AB pour rajon, 
soit décrit un arc qui coupe le cercle en F et E ; 
qu'on détermine la demi-circonférence FEG 
(64) , et qu'on divise en deux parties égales 
au point H Tare GE (60), le point H sera le 
point cherché. 



88 GÉOMÉTRIE DU COMPAS. 

Démonstration. A cause de la similitude des 
triangles GEB, EBA (22), on aura langue 
GEB = EBA : d'où l'on voit que GE est 
parallèle à BA (28, Iw. 1). Mais BH, qui 
divise langla GBE en deux parties égales^ 
est perpendiculaire à la corde GE (9^ 11 > 
12, &V. i), et par conséquent aussi à BA (a8, 
àV, 1). Or, on a de plus BH = CD; donc H 
est le point cherché. 

Si la ligne AB était plus petite que CD, il 
faudrait doubler, tripler, etc. (64, 65}t 

PROBLÈME. 

77. Étant donnés deux points Pl et Vk 
(fig. 27) , trousser un point D^ tel que DA soit 
perpendiculaire à AB. 

Solution. Des centres A et B , et d'un rayon 
(AB, par exemple) pris arbitrairement, 
soient décrits deux arcs qui se coupent en C ; 
avec le même rayon , et du centre G , soit dé- 
crite la demi-circonférence BAD (64), le 
point D sera le point cherché. 

Démonstration. L'angle DAB est inscrit 
et appuyé sur le diamètre : donc il est droit 
(5i , ZiV. 5). 
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PROBLEME* 



78. Etant données les deux extrémités 
dune droite AB , et un point Dpris hors de cette 
ligne ^ trousser (fig. 28) un autre point E qui 
détermine la position de la droite Ji^ perpendi- 
culaire à ABj et le point M où elle la coupe. 

Solution. Soitfait àÂD = AE, à BD = BE 
( 1 1 )^ le point E sera le pi^mier point cherché. 
Soit divisée la ligne DE en deux parties égales 
au point M, le point M sera le second point. 

Démonstration. Elle se trouve au n° 14* 

PROBLÈME. 

79. Trouver deux points dune droite qui 
soit perpendiculaire au milieu deBE^ûg. 28). 

Solution. Soit fait à un rayon quelconque 
pris arbitrairement == DA = EA; soit fait de 
Tautre côté au même rayon ^ ou à tout autre 
pris arbitrairement, = DB == EB, les points 
A et B seront les deux points cherchés. 

Démonstration. Elle se trouve au n* 14. 
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PROBLÈME. 

80. Etant donnés deux points h. et H 
(fig. 39) dune ligne droite , et un point C pris 
hors de cette ligne y par lequel on veut mener 
une parallèle à A B ^ trousser un autre point D 
qui en détermine la position. 

Solution. Soit fait à CA = BD (11) et 
à B A = C D , le point D sera le point 
cherché. 

Démonstration. Dans les deux triangles CDB, 
CAB; qui ont les trois côtés égaux chacun à 
chacuh, l'angle DCB est égal à Tangle CBA 
(8, &V. i) : donc CD est parallèle à AB (28, 
//V. I ). 

PROBLÈME. 

81 . Etant donnés (fig. 3o) deux points A et 
B d'une ligne droite , et un point C pris hors de 
cette lignej porter à ce point C une distance CB ; 
de manière que la droite CE soit parallèle à AB, 
et égale à une ligne donnée MN, 

Solution. Ayant trouvé un point D de la 
ligne parallèle qui passe par le point C ( 80) , 
sur la direction de la ligne CD , placez la droite 
MN, en la soustrayant , si elle est plus petite 
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(72) , OU en l'ajoutant de l'autre côté ( 75) , 
ou en la plaçant sur CD de C vers D y si elle 
est plus grande ( 74) ^ suivant que l'exigeront 
les conditions du problème. 

Cette solution n^a pas besoin de démonstra- 
tion. 

PROBLÈME. 

82. Vérifier ( fig. 3 1 ) si les points A, B , C 
sont en ligne droite. 

Solution. Des centres A et C , et d'un rayon 
(AC, par exemple) pris arbitrairement^ soient 
décrits deux arcs qui se coupent en D et E j puis 
qu'on observe si DBsEB : si cela est ^ les trois 
points A> B^ C sont en ligne droite ) sinon^ ils 
n'y sont^pas. 

Dénonstration, Si l'on â encore DBssEB^ 

on aura Fangle DAB = EAB = i DAE 

(8, &V. I ), car les deux triangles D A B , A B E ont 
les côtés égaux chacun à chacun. Mais^ par la 
même raison ^ dans les triangles DAC et EAC , 
les angles DAC^ EAC sont égaux ^ et par con- 
séquent chacun d'eux est égal à la moitié de 
Tangle DAE : donc on aura DAB = DAC; 
d'où l'on voit que les trois points ABC sont 
en ligne droite. 
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Mais si la Jigne DB est plus grande ou plus 
petite que EB ^ l'angle D AB sera ou plus grand 
ou plus petit que l'angle EAB (26, &V. i); il 
ne pourra donc pas être égal à l'angle DAC^ 
puisqu'il ne saurait être égal à la moitié de 
l'angle D AE : donc les trois points A, B^ C ne 
pourront être en ligne droite. 

PROBLÈME, 

83* Étant dormes trois points A^ B^ D 
(fig, Sa) ^ vérifier si la ligne D A est perpendi- 
culaire à AB. 

Solution. Soit doublée la ligne AB en BE 
(64) par le moyen du demi-cercle BPQEj 
qu'on observe si l'on a D B = DE.: si cela est^ 
l'angle D AB est droit ; autrement il ne l'est pas. 

Démonstration. La droite B A E étant le dia- 
mètre du cercle, fera avec DA deux anglets 
dont la somme vaudra deux angles droits 
( 1 5, &V. 1 ). De plus, dans les deux triangles DAE, 
DAB, qui ont les côtés AE, AB égaux et te 
côté A D commun ^ quand ou aura le côté DE 
égal au côté DB, l'angle DAE sera aussi égal 
à l'angle DAB (8, &V. i), et par conséquent 
ils seront tous deux droits. Mais quand DE 
sera plus grande ou plus petite que D B, l'angle 
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DâE sera aussi plus grand ou plus petit que 
DAB : donc l'un sera aigu et l'autre obtus 
(^5, àV. i). 



PROBLEME. 



84. Vérifier si la droite qui passe par deux 
points donnés D^ F (fig. 55)^ est perpendiculaire 
à celle qui passe par deux autres points donnés 
A,B. 

Solution. Trouvez , par le moyen du point 
D, la droite DE perpendiculaire à AB (78), 
et voyez si les trois points DE F sont en ligne 
droite (82) : s'ils y sont, la ligne D F est per- 
pendiculaire à AB ; sinon, elle ne l'est pas. 

Démonstration. En effet ^ DE est perpen- 
diculaire par construction; si DF l'est aussi, 
ce sera la même droite , puisque d'un point 
D à une droite AB on ne peut mener deux 
perpendiculaires (corroll. prop. Sa, /iV. i). 

PROBLÈME. 

85* Étant donnés (fig. 34) deux points Aj B 
d'une droite ^ et deux points C ^ D d'une autre ^ 
vérifier si ces deux lignes sont parallèles. 

Solution. Soit fait à AD=AE, à BD =:B£ 
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(ll),etdeinémeàAC = AFetàBC = BF; 
on observera si DE = CF ; dans ce cas , les 
deux lignes seront parallèles ; sinon, elles con- 
vergeront du côté de la plus petite. 

Démonstration. Les lignés DE, CF sont per- 
pendiculaires à AB, et sont coupées par 
moitié aux deux points M et N (14) c donc 
elles sont respectivement doubles des distances 
DN , CN des points D et C de la droite AB : 
donc y quand ces lignes seront égales , les dis^ 
tances le seront aussi , et par conséquent les 
lignes AB, DC seront parallèles; autrement 
elles convergeront. 
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DES DISTANCES PROPORTIONNELLES. 

PROBLEME* 

86- Trouver une troisième proportionnelle à 
deux distances Qp^ MN (fig. 55)^ dont la 
première Qp est plus grande que la seconde 

MN. 

Solution. Du centre Q et d'un rayon Q/>, 
soit décrit un arc indéfini ApB; du centre/? 
et d'un rayon MN soit décrite la demi-circon- 
férence BAS; la ligne AS sera la troisième 
proportionnelle demandée. 

Démonstration^ Far le lemme du n* 22 , on 
aura 

donc 

AS.^Q = (MN)«, 

donc ( 17 > Uv. 6) 

/>Q : MN :: MN : AS. 
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PROBLEME. 



87. Trouver une troisième proportionnelle 
à deux distances Qp^ MN (fig. 36), dont la 
première est plus petite que la seconde y mais 
pourtant plus grande que la moitié de cette 
Hgne. 

Observation. Nous serons assurés que la 
ligne Q/7 est plus grande que la moitié de 
M N , si les deux cercles décrits des centres 
Q etp, qui sont les extrémités de la première 
distance , et des rayons Q/> et M N , qui sont 
les deux distances données, se coupent comme 
dans la figure. 

Solution. C'est la même que la précédente, 
appliquée à la fig. 56. 

Démonstration. Elle est la même que la 
précédente. 

88. Si le cercle /7ÔQ' (Jig. Sy), décrit du 
centre Q et du rayon Qp n'avait aucun point 
d'intersection avec le cercle décrit du centre p 
et du rayon MN , comme dans la figure 57 , 
on se servirait du problème suivant. 
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PROBLÈME. 

89. Troui^er (fig. Sy) une troisième propor^ 
tioimeUe à deux distances Qp^ MN^ dont la 
première est plus petite que la moitié de la se- 
conde. 

Solution. Du centre p et du rayon MN soit 
décrit un arc indéfini BAS; du centre Q et 
du rayon Q/? soit décrite la demi-circonfé- 
rence pbQ^ ( 64) j du centre Q' et .du rayon 
Q'^ soit décrit un arc indéfini ; si cet arc coupe 
l'arc BAS en deux points B et A , qu'on dé-* 
termine la demi-circonférence B A S' ( 64) , et 
qu'on ajoute en ligne droite à AS' (64) une 
droite égale S'S^ la ligne AS sera la troisième 
proportionnelle cherchée. 

Démonstration. On a (Si2) 

AS'./?Q'==(A/?)* = (MN)\ 
Msûà pQ! SB 2pQ; donc 

aAS'./?Q = (MN)^ 
ou bien AS./>Qî=î(MN)% d'où (17, &V. i) 

pQ : MN :: MN : AS. 

90. Si cependant l'arc pcQ'' (Jig. 58) décrit 

7 
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COE==BOD (8, /iV. i); retranchant l'aiigle 
commun BOE (ou rajoutant)^ on aura CO'B 
sEOD; donc 0CB4-0BC=:0ED+ODE 
(5st, Uv. i). Mais les deux triangles GOB^ EOD 
sont isoscèles : donc les demi-sommes , c est-à^ 
dire les angles à la base , sont égaux ; donc ces 
deux triangles sont semblables ^ et l'on a 

CO :D0 :: CB:DE, 

ou bien 

PQ : RS :: TV : DE. 

94. Observation /". Il conviendra de pren- 
dre le rayon arbitraire BD y tel que Fangle BDO 
soit à peu près droit (9) f ce qui peut se faire 
à vue d'œil. 

95* 06.feAva^ib/i //• Si la troisième distance 
TV ne peut pas être placée comme corde sur 
BC^ ce qui arrivera lorsque TV sera plus grande 
que deux fois la ligne PQ^ il faudra doubler 
les deux distances P Q ^ R S (64) y et avec ces 
deux distances ainsi doublées ^ décrire les deux 
cercles BC, DE, et achever la construction 
comme ci-dessus (93). Si cela ne suffisait pas, 
on les triplerait, etc. , quand même TV pour- 
rait s'appliquer comme corde au premier ceitde; 
si elle est presque égale au diamètre de ce 
cercle^ il faudra doubler ou tripler œs dis^- 



lilYRE CINQUIÈME. lOl 

tiuices pour éviter les sections k angles aigus, 
et en obtenir d'autres plus approchantes de 
l'angle, droit. 

La démonstration est fondée sur la propor** 
tion suivante : 

PQ : RS :: aPQ : 2RS :: 5PQ : 5RS :: etc. 

Donc , lorsqu^on aura fait 

BC : DE :: 3PQ : 2RS :: 5PQ : 5RS :: etc., 

ce qui suit de la construction , on aura aussi 

PQ : RS :: BC ; DE; 

ou 

PQ : R3 :: TV : DE (4, feV. 5). 



PROBLEME. 



96.. Dwiser la droite MN e/i P^ en parties 
proportionnelles à deux distances données P Q, 
RS. 

j5o/2^/iian. Portez sur le prolongement de 
PQ, la droite QV = RS (75) ; cherchez une 
(juatrième proportionnelle aux trois droites 
Py, MN, PQ (95),- portez-la sur la ligne 
MN en MP, eu la soustrajrant de MN (73); 



lOa OÉOMiTHIB DU C0III>A8« 

le poiiil P où elle tombera aéra le point 
cherché. 

Démonstration. On a par constnictkm 

PV:MN :: PQ:MP; 
on aura donc aoesi (5 , Iw. 5) 

PV : MN :: QV ; PN? 

d'où 

PQ: MP::QV:PN; 

ou bien 

PQ:QV::MP:PN; 

et en mettant ponr QV sa valeur, 

PQ : RS :: MP : PN. 

PKOBLiME. 

97. Diviser la droite AB ( fig. 4i ) en 
mûjrenn/R et extrême raison. 

Solution. Du centre A et du rayon AB, dé-* 
crivea le cercle BD^; soit fait dans sa cîrcon- 
fimnee à AB es BC = CD s= DE =E£f ; faites 
à BDtt=B/re=iEa; faites à Atf=sE6r=:<ift; 
la droite AB sera divisée en moyenne et extrême 
raison au point b « ;et l'on aura 
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BA : kb :: kh :6B, 

Démônstfutkm, \ayM U n^ 46* 
96*r Gft àatiMt praUème âst eucom «n de 
ceux que Ton résout au moyen du cùâipttd selil^ 
plus simplement qu'avec la règle et le compas 
reunis. On peut s'en convaincre en compa- 
rant cette solution avec celle» données dans les 
traités ordinaires de Géométrie. Cependant la 
démonstration en est plus compliquée. 

PROBLÈME. 

99. Trousser une moyenne proportionnelle 
entre les distances données AB e^ CD (fig. 42). 

Solution. Sur la droite AB, portez CD de 
B en H (75); divisez AH en deux parties 
égales au point F (66) ; prolongez la ligne 
BF de la partie égale By(64); des points 
F et y pris pour centre , et avec un rayon égal 
à AF y décrivez deux cercles qui se coupent 
au point M^ BM sera la moyenne proportion- 
nelle demandée. 

Démonstration. Les points y, B, F étant sur 
la même droite HA^ et les triangles MBy*^ 
MBF ayant les côtés respectivement égaux ^ 
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on aura TaDgle MBF=MB/ (8, &V, i ), et 
par conséquent chacun de ces angles sera droit 
(iS^ ftV. i); donc MB sera perpendiculaire sur 
le diamètre du demi-cerde HMA. De là on a 

(i5, ÛV. 6) 

AB : BM :: BM : BH, 

ou bien 

AB : BM :: BM : CD, 



LIVRE SIXIÈME. 



DES RACINES. 



PROBLÀMB. 



<00. J^mfer facilement les racines des 
nombres entiers j depuis un jusqu'à dixj en 
prenant pour unité la distance AB (fig. 4^). 

Solution. Du rayon AB^ décrivez le cercle 
BD^; faites à AB=BC== CD=ï)Bz=:Ed=zdc} 
des points B et E pris pour centre , et du rayon 
BD, décrivez les arcs de cercle qui se coupent 
en a et a; du même rayon BD et des centres 
J) etd, décrivez des arcs de cercles qui se 
coupent au point Y. Du rayon Aa ^ et du 
centre B^ coupez la circonférence au point F ; 
des centres R et F et du rayon A B , décrivez 
deux arcs de cercle qui se coupent au point T ; 
on aura 



AB 
Aa 
BD 
BE 
ET 



y/5 



i 



a\ = 


v/6 


CV = 


V/7 


aet = 


V8 


BV = 


i/9 


TVS5= 


i/i 
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Démonstration. On a prouvé ( 27) que (Aa)* 
= 2; donc Aas= ^2. On sait aussi (2) que 
BD = 1/5 ; on a ensuite BE = 2 = 1/4* 

Les triangles BTA^ TAF ayant les côtés 
égaux eptre eux , on aura l'angle BTA = TAF 
(8^ Iw. i), et par conséquent BT parallèle à 
FA (38, &V, 1) : donc ^BT sera perpendi- 
eulaire sui* BA, de même qtie FA (27) 
(^7 f Iw. t) t de plus y les points A et E étant à 
la même distance des points XitXd, ainsi que» 
les points B et V, les quatre points B, A, E, V 
seront dans la même droite (13)» et Ton aura 
È V = B A (14). On aura donc 

(ET)*:s=(TB)*-h(BE)^(47,ii^-0 
= (AB)*4-4(AB)*»±5| 
d'où 

ET =1/5. 
De même 

et comme EY = B A , on aura 

AB=:BE=:aAB; 
d'où 

(AV)'=4(AB)*:^4. 

Ona dep]us(Aa)*=a (27)j donc(rfV)»=6, 
et aV ss v^6. Comparant ensuite lés points 
C,B,c,A,-V avec le» points A , p , B, P, Q 
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de la figore S , et substituant dans l'^^uation ' 
(Aqy = {Apy+pq.VQ, (18); 

on aura 

(CV/=(CB)*-HBV.AV= 14-3.2=7; 

d'où CV=3 1/7 j 6t comme Aa sa A« (14), 
on aura 

(aa)^*=4(Aa)*=:8î 



d*où aet = 4/8. On a ensuite V = 5 = j/g. 
Enfin on a 

(TV)*=(TB)«4-(BV)*= I +9= »Oi 
donc 

TV=i/io. 

PROBLÈME. 

1 01 . Par le moyen des racines troussées 
dans le problème précédent , trousser (fig. 44) 
les autres racines des nombres entiers, depuis 
10 jusqu^à S6. 

Solution. Soit soustrait le nombre dont on 
reut avoir la racine du nombre carre immé- 
diatement plus grand , qui sera , ou 16, ou ^5, 
ou 56 ; avec la radne du reste que l'on trou- 
vera (100), prise pour rayon , et du centre A, 
soit décrite la deminrirconférence QLR (64) 
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avec la racine du nombre carré inadaédiatement 
plus grande prise pour rayon (on. la trouvera 
par la méthode du n® 65) > et des centres Q et R 
soient décrits deux arcs qui se coupent en P ; la 
ligne AP sera la racine cherchée. 

Par exemple^^ si Ton veut la racine de ag, 
on aura 56 — 29 = 7 j du rayon GV.= y/j 
(100) , aprèç : avoir décrit la demi-circonfé- 
rence QLR^ soient^ des centres Q et R^ et d'un 
rayon =a 6 ^ tracés deux arcs qui se coupent 
an P^ on aura AP = \/2g. 

Démonstration. L'angle PAQ étant droit 
(83)^ on aura 

(PQ)«=(AQ)«+(AP)« (47, Uu. 1) ; 

d'où 

(PQ)«-(AQ)« = (AP)-. 

Maintenant supposant ^Q)*= 56, et égalant 
successivement (AQ)* aux nombres entiers 
compris depuis i jusqti^à 10, (AP)* sera suc- 
cessivement égal aux carrés compris depuis 36 
jusqu'à 25. Donc on aura successivement pour 
AP les racines de tous, ces nombres. Mais la 
racine de ^5 est 5 ( 65) : donc suppQsant (PQ)* 
:;=.25 , . on aura de la même manière les racines 
dcpuis.^S jusqu'à 1 6 ; et faisant (PQ)* s=s 16^ ou 
aurd les autres racines depuis ;6 jusqu'à |o. 
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Dans l'exetnple que nous avons pris, on 
aura 

(lPQ)'~(AQ)*=36-7 = (AP)' = 39î' 

d'où 

AP=i/29. 

PAOBLÈME. 

i 02. Trouver les racines de tous les nom-' 
bres entiers. , 

Solution, n est clair qu'en employant la 
même méthode (1 01 ) , on peut ^ avec les ra- 
cines que l'on a déjà trouvées , avoir les au- 
tres racines des nombres supérieurs ^ et avec 
celles-ci continuer ainsi à l'infini. Nous avons 
donc déjà le moyen d^obtenir les racines de 
tous les nombres entiers. 

PROBLÈKE. 

105. Trousser la racine iun nombre frac-- 
tionnaire quelconque. 

Solution. Trouvées la racine du dénomina-** 
teur (1 02) , puis celle du numérateur, et faites 
cette proportion : ^ 



X 
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La première racine ert à la seconde , oomme 
l'unitë est à une <puitrièmepftiportîonnelIe(9S); 
ce quatrième terme sera la racine cherchée. 

Démonstration. Soit en effet d le dénomina- 
teur f et n le numérateur ; si Ton fait cette 
proportion : 

^dl ^n :: I : à une 4" proportionnelle =J -^ 
Mais ^ = i/j : donc, etc. 
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104. Trouver facilement (fig. 4^) la moitié 
des nombres entiers ^ depuis i jusqu'à a5» 

Solution. Du rayon AB = i , et du centre A, 
soit décrit le cercle VDdy et dans sa circon- 
férence soit fait à AB = BG = CD = DE 
= Erf. 

Du centre B et du rayon BD soit décrit 
un arc qui passe par les points a ^ N ^ D ^ 
df n, CL. 

Du même rayon et du centre E soit dé- 
crit un arc qui passe par les points a ^ M ^ 
C, 171, a* 

Du rayon A a et du centre B soit décrit 
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un arc qui passe par les points M , F , Q , 
q f m* 

Du même rayon et du centre E ^oit dé- 
crit un arc qui passe par les points N, F, 
P, p, n. 

Du rayon A B et du centre B soit décrit un 
arc qui passe par les points P et p. 

Du même rayon et du centre £ soit décrit 
un arc qui passe par Q et q. 

Du même rayon et du centre P soit décrit 
un arc qui passe par R ^ et coupe la circon- 
férence en S; du centre p soit décrit un autre 
arc qui cQupe le premier en B. ^ et I» circon- 
férence en ^. 

Du même rayon et des centres Q et ^ 
soient décrits deu^ arcs qui se coupent en T ^ 
et coupent la circonférence en et o. 

Du même rayon et du centre a soit dé- 
crit uo arc qui cov^ la circonférence en g; 
du centre R soit décrit un arc qui coupe la 
circonférence en L et Z; de9 centres et o 
soient décrits deux arcs qui se coupent en H ; 
des centres H et T soient décrits deux arcs 
qui sf coupent en V et p ; on aura 
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' EO = 


;i/i4 


RQ 


=3 -i/a 
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il/ï5 


RD 


= ^/5 


BE = 


2 "^ 


RP 


= i/4 
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RF 


= 1^5 


HN = 


i/iS 


AM 


-i./6 


HD = 
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Qî 


= i./7 
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; ^|/20 
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BR 
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HS = 


1 -i/aa 
2 "^ 


BL 


s=:= i i/lO 


Mm= 


:i/:,5 


pS 


=>.. 


Mn = 


ï/24 


BD 


= -l/l2 

a 


HE = 


ij/aS. 


HF 


« Vi3 




. 



Démonstration. Si Fon compare les pointe 
P, B, /?, R, E de cette figure avec les points 

^ Pf B> P^ Q de la fig. 5 par le moyen de l'é- 
quation du n** 18, 
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on aura pour cette figure, 

(PE)* = (PB)* + BE.RE; 

ou 

(Aa)* = (AB)*H-2AB.RE; 

ou bien (27) 

2=1+ 2RE; 

d'où l'on tireRE = - AE; 

et puisque le point R est sur la même droite 
BAE (15)^ on aura aussi 

RA = iAE = i=ii/i. 

Le point T étant au milieu de AB^ par la 
même raison que le point R est au milieu de 
AE^ ce qu'on a démontré , on aura A T= RE ; 
d'où l'on voit, en comparant les points Q, T, 
jf, E, R de cette fîg. 4^, avec les points A.,q, 
B, Q, P de la fig. 3, le point A de la fig. 4^ 
sera le point p de la fig. 3. Donc de Téquation 
dun* 16, 

(AQ)^=r(AP)^4-(PQ)' + P/>.PQ, 

on tirera pour cette fig. 4^ l'équation 

(QE)* = (RQ)« + (RE)* + AR.RE; 
et substituant les valeurs numériques , 



N 
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, = (RQ)- + 1+'; 

d'où Ton tire 

(RQ)' = ^.a, RQ==lt/:.. 

Comparant les points D, A., d, E de la fig. ^5, 
avec les points P^ A^ p^ B de la fig* 5, il res- 
tera démontre (14) que les deux droites AE^ 
Drf, se coupent réciproquement en deux par- 
ties égales. Mais AE est coupée en deux par- 
ties égales au point R; donc Dd l'est aussi. 
Mais Drf=: BD = »/5 (2); donc 

Qu'on se rappelle que DR^est aussi perpen- 
diculaire à AE (j4). On a ensuite RP := i ; 

doncRP=iv/4- 

L'angle FAR ëtunt droit (37), on a 

(RF)- = (FA/ + (AR)^=i+l = |; 
donc 

RF = i )/5. 

La base BAE du triangle BME étant coupée 
au milieu par la droite A M, an aura (26) 

(BM)*4-(EM)»=a(AB)» + 2(AM)*; 
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c'est* à-dire 

(Aa)*-i-(BD)*t=sa(AB)*-|-a(AM)«; 

ou bien 

24-3 = 2 + 2(AM)*; 
d'où 

6=4(AM)*, v/6 = aAM, AM=-v/6. 

2 

De la comparaison que l'on vient de faire des 
points Q^ T, ^, E^ Ry A de la fig. ^5 avecled 
points A, q^ B, Q^ V^p de la fig. ^, il résulte 
(1 5) qu'on a dans la fig, 45 , AQ=A9=QR=Rj5r. 
On verra par les mêmes raisons que les droites 
AP, A/i,' PT, Tp sont égales entre elles , et 
aux quatre lignes AQ, A.q, QR^ Rg, Donc les 
deux triangles isoscèles PTA^ QAR ayant tous 
les côtes égaux entre eux^ on aura l'angle PAT 
= QRA (8, /i<^. i); et comme la ligne TAR est 
droite y PA sera parallèle à QR (29, &V. i) ; d'où 
Von voit aussi que PQ est égale et paraUède à 
AR (55, Iw. i). 

Mais Qg est perpendiculaire à A R (1 4) ; donc 
elle Test aussi k PQ (27, li^. i). Ensuite dans 
les triangles PAT, liAq, les deux angles PAT, 
RAç seront égaux (8, liv. i), et la ligne TAR 
sera droite. Donc les deux angles PAT, PAR 
étant égaux a deux angles droits ( 1 5 , /iV. i ) , 
les deux angles PAR, RAç le seront aussi ; d'où 

8.. 
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la ligne F A^ sera droite aussi (i^, lis^. i). Doiic 
(Pç)'=(aRQ)«=(PQ;* + (Q9)* (47, Iw. i)j 
c'est-à-^ire 

d'où 

Puis ou a 

(Afl)'=2(27) = |; 
d'où 

On a aussi BR = - =s - ^/g. 

2 2 

Si Ton compare les points B^L^R^/,Ade 
la fîg. 4^ avec les points Q^, A^ p,B,Jf delà, 
fîg. 3 de l'équation 



(AQ)*==(AP)' + (PQ)*-+.P;,.PQ(16)> 

on tirera pour la fîg. /^5 l'équation 

(BL)* = (LA)* + (AB)* + AR.AB; 
ou bien 



I 10 



d'où 

BL=:-v/io. 
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Les deux triangles PS A, PB A ont les an- 
gles respectivement égaux; donc on a l'angle 
SPA = PAB (8, Uv. i); d'où les lignes PS, 
BA sont parallèles (28, liv, i). Mais P/7 coupe 
BR à angles droits (14); donc elle sera aussi 
perpendiculaire à PS (27, /iV. i). On démon- 
trera ensuite <jue (P/>)* = 7 de la même ma- 
nière que l'on a démontré que (Qç)* = 7 ; d'où, 

à cause de (/>S)^ = (Pp)^4-(PS/ (47, Iw. i), 
on aura 

d'où 

On a ensuite 

(3,D)« = 5(2)=|; 
d'où 

BD=iii/M. 
On a aussi 

(HF)* = (HA)*+(AF)-; 

et en démontrant que QO est parallèle à Bf , 
de la même manière qu'on l'a fait pour PS , 
](es points , F , Q , S seront d^ns la même; 
droite; et 
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PO = QO — PQ=i— ^ = Î = PQ. 

Donc OP étant égale et parallèle à TA et à 
TB, les lignes OT, PA seront anssî égales 
et parallèles ^ ainsi que les lignes B , P T 
(55, liif. i). Maisona démontré plus haut que PT 
= P A ; donc OT , OB seront aussi égales à ces 
lignes» Par la même raison , les lignes oT^ 
oB de l'autre côté seront égales apA = P A. Si 
maintenant on compare les points 0, o,A, T^ 
By H avec les points A, B, (^,F , p, q delà 
fig. 5, on tirera (14) 



HB=:AT = -. 

a 
On aura donc 

(HA)-=(5)- = |,. 
d'où 

et 

HF = -|/i3. 

Si Ton compare les points E, 0, H, o, A 
avec les points Q, A, p, B, P de la fig. 5 de 
réquation (AQ)*=(AP)* + (PQ)» +P/>.PQ 

(16)9 on tirera pour la fig. 4^^ 
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(E0)*=(0A)«4-(AE)*+HA.AE 
, ,3 2 i4. 

d'où 

Ea=iï/i4. 

Ensuite si l'on compare les points A^ R^ 
L, Q, q, /de la fig. ^5 avec les points A, B, 
(1,1?, p,qdeisL fig. 5 , on a (1 5) pour la fig. 5. 
l'équation 

(QM)* = (AQ)* — (AM)-; 

et multipliant par 4 f 

4(QM)'=4(AQ)--4(AM)V 

ou 

(Qg)' = 4(AQ)-— (AB)v 
On tirera pour la fig. 45 

(L0-=r4(AL)'-~4(Aft)-=.4-J=X'*^ 

d'oir résulte 

LZ = -v/i5. 
On a ensuite 

BE=2=i.4 = -i/i6. 

a ^ a '^ 

A cause de l'angle droit aAH (27) ^ on a 
Ha)' = (HA)-H-(Aa)-=(|y-Ha = ^i 
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d'où 



2 



3 

Démontrant que (AN)* = - de la même ma- 

nière qu'on l'a fait pour (AM)*, et aussi que 

(A7i)*=-; et parce que NR coupe par moitié 

la base AE du triangle ANE ^ on aura (26) 

(AN)* + (NE)* = 2(AR)- + 2(RN)*; 
c'est-à-dire 

| + :. = | + 2(RN)S- 
et réduisant , on trouve 

(RN)- = |==(AN)«. 

De même on trouve (R/i)* = -. 

Si maintenant on compare les points H, N, 

R, /ï, Adelafig. 45, aveclespoîntsQ^ A,p^ 

B, P de la fig. 5, de Féquation (AQ)* = (AP)* 

+ (PQ)*H-P/>.PQ (16), on tirera pour la 
fig. 45 l'équation 

(HN)- = (AN)* + (AH)* + AR.AH; 
c'est-àwlire 

(HN)* = ^^94.!_!i. 
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d'où résulte 

HN = i|/i8. 



2 



La ligne DR étant perpendiculaire à AE, 
c'est-à-dire à HR, on aura 

(HD)-=(HR)^ + (Rn)» (47, Uv. i) 

d'où 

HD = ^V/,9. 

La base aPi.a du triangle a g et étant coupée 
au milieu par la droite g A. , on aura (26) 

(flg)' + (etg)* = 2 ( Aa)» H- 2 ( Ag)s 
ou 

(«ê')* + ï =4 + 3, 

et 

(ag)- = 5=^,. 

OU 

Les deux triangles HTV, AED ayant les 
côtés égaux entre eux , l'angle VTH=:DEA 
(8, &V. i), et les points H, T, A, E étant sur 
la même droite , VT sera parallèle à son égale 
DE (29, Iw. i) ; d'où VD est aussi parallèle et 
égalelà^TEf(55, &V. i). MaisD^ est perpen- 
diculaire à BE, c'est-à-dire à TE; donc elle 
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l'est aussi à VD (27, Iw. i); d'où 

(rfV)* = (VD)»+(Drf)* = (TE)- + (BD)- 

d'où 

Ayant démontré PS égale et parallèle à AE^ 
ainsi que ps par la même raison , SE sera aussi 
égale et parallèle à AP (53, &V. 1) , de même 
que sE l'est à A/>. A cause de l'égalité et du 
parallélisme des trois droites PS, TR, ps, 
on prouvera de même l'égalité de RS , Rs 
aux lignes PT, pT , toutes deux déjà dé- 
montrées égales à AP ss RQ. Comparant 
maintenant les points H,S, E, j, Rde cette 
fig. 45, avec les points Q, A, p, B, P de la 
fig. 5 , de l'équation 

(AQ)- = (Ap)* + />Q.PQ (18), 
on tirera pour la fig. 45 
(HS/=(SE)*+EH.RH=:(RQ)* + EH.RH 

2,5 22 

— 4^2-^— 4 ' 
d'où 

HS= Vaa. 
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La base AE du triangle AME étant divisée 
en deux parties égales par la droite M R , on 
aura (26) 

(AM)- + (EM)* = 2(RA)»+a(RM)% 

c'est-à-dire 

d'où il résulte après la réduction , 

(RM)» = a = (BM)* = (B/»)-; 

de cette valeur on déduirait de la même ma- 
nière celle de (Rm)* j d'où 

BMsMR = Rm = mB. 

Si maintenant on compare les quatre points 
B, M, R, m de la fig. 4^ avec les quatre 
points A, Q, B, q de la fig. 3, on a (15) 

(QM)* = (AQ)»— (AM)*; 
et de là 

4(QM)«=4(AQ)'-4CAM)%- 

c'est-à-dire 

(Qî)« = 4(AQ)»-(AB)-. 

On aura pour la fig. ^5 



i 
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(Mm)» = 4(BM)* — (BR)* = 8— (ly 

d'eu 

Mmzzz - 1/25. 

2 ^ 

Les triangles BME, B/zË ayant les côtés 
égaux entre eux , et ayant tous deux la base 
commune BE divisée en deux parties égales 
par les lignes A M , kn de l'équation (26) , il 
résultera la même valeur pour A M, A/z. Donc 
les triangles B AM , Ean ayant les côtés égaux 
entre eux, on aura l'angle BAM :^ EA/x 
(8, Iw. 1); d'où, à cause de la droite BAE, la 
somme des angles MAB, MAE, étant égale 
à deux droits (i5, Iw. 1), et substituant à 
l'angle MAB son égal EAn , la somme des 
deux angles MAE, EA/z vaudra deux angles 
droits; d'où les deux lignes MA, An seront- 
une seule ligne droite (14 ^ /2V. i). On aura, 
donc 

(M«)- = 4(AM)- = ^; 
d'où 

MN = - v/34. 
Enfin, 
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Ïd5. Comme on a - \/n^=i v^T^par exem- 
ple, - v/7 = 1/7 » ^^•f ^^ aura facilement, 

au moyen de ce problème , les racines de tous 
les quarts , depuis i jusqu'à ^5 ; ce dont on 
fera usage , comme nous le verrons , dans la 
construction des figures semblables. 

106- Si l'on avait pris le rayon AB = i, 
on aurait eu toutes ces distances doubles de 
valeur ; d'où nous aurions eu les racines en- 
tières des nombres depuis i jusqu'à iaS. On 
pourrait donc facilement doubler Pune quel- 
conque de ces moitiés de racines pour avoir 
la racine entière (64). 

i 07. La facilité de cette construction qu'on 
exécute avec les trois seules ouvertures déjà 
observées (55) , savoir : 

la première =: |/ 1 , 
la troisième = v/^> 
la seconde = v/3, 

avec lesquelles on a déjà divisé le cercle en 
24 parties égales, et trouvé ensuite les !à5 
racines successives des premiers nombres , fait 
voir l'excellence de la Géométrie du compas , 
et combien elle peut contribuer à la perfec- 
tion des arts. 
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108* On a eu soin , dans la construction 
précédente, d'employer le plus qu'il a été pos- 
sible le premier compas dont Fouyerture =s i ^ 
qui a décrit la circonférence BD^, et qui con- 
servant Touverture fondamentale ^ mérite plus 
de confiance que les autres. C'est aussi pour*- 
quoi on n'a voulu employer que les trois pre- 
miers compas les plus remarquables (1 07) ; 
ce qui a fait que quelques-unes des sections des 
arcs se sont faites à angles un peu aigus , comme 
celles des points S,s,0,o,et surtout celles 
des points L et /• Si l'on voulait avoir tous les 
angles d^intersection plus approchans de l'angle 
droit 9 on pourrait employer la construction 
suivante. 

Autre construction de la figure 45. 

109. Après avoir trouvé les points M et tt^, 
comme dans la solution (104), du rayon BD 
et des centres M et m soient décrits deux arcs 
qui se coupent en H. 

Du rayon A B et du centre H soit décrit 
un arc qui coupe la circonférence en O et o ; 
du même rayon soient déterminées les demi- 
circonférences OE.f ^ oES (64) ; du rayon BE 
et du centre H soit décrit un arc qui coupe la 
circonférence en L et /. 
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Tous les autres points de la fig. se trouve- 
ront comme au n** i 04. 

Démonstration. Nous démontrerons que les 
points que Ton trouve avec cette construc- 
tion , sont les mêmes que ceux trouvés par 
la première. 

Après avoir démontré (104) que BM=MR 
= Rtw = mB, et que les trois points B, A, R 
sont dans la même droite ^ ayant de plus par 
construction MH = ME = mH = wE, H sera 
sur la même droite BAR (15), et l'on aura 
HB=RE(14): donc le point H sera le même 
que dans l'autre construction. Ensuite les lignes 
HO, Ho étant égales dans les deux construc- 
tions , les points et o seront aussi les mêmes. 
Si l'on soustrait Tare osE des deux demi-cir- 
conférences B<fE, oES , les arcs restans Bo, 
E S seront égaux ; d'où 

ES = Bo=BO = AQ = RQ; 

d'où aussi le point S sera le même que dans 
la première construction; le point s le sera 
également; puis la base HTR du triangle 
HLR étant divisée par LT en deux parties 
égales, on aura (26) 

(HL)* + (LR)*=:2(HT)*4-2(TL)*; 
c'est-à-dire 
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4H-(LR)» = 2 + !i(TL)*; 
ou bien 

24.(LR). = a(TL)\ 

Mais encore la base TR du triangle TLR étant 
divisée par moitié au point A par la droite L A , 

on aura (26) 

(TL)* + (LR)'=2(TA)» + 2(AL)*; 
et doublant 9 

2(TL)» + 2(LR)*=:4(TA)* + 4(AL)* 

= 1+4=5; 

d'où soustrayant ^(LR)* , on a 

3(TL)* = 5 — :i(LR)*. 

Mais on a trouvé ci-<lessus 

2(TL)- = 2 + (LR)*; 
donc 

5 — 2(LR/ = 2 + (LR)*. 

Soustrayant :2^ et ajoutant 2(LR)*, on a 

3 = 3(LR)*; 
d'où 

i=(LR)* = (AB)*. 

Donc on aura LR = AB comme dans la pre- 
mière construction. On prouvera la même 
chose pour R / ; les autres points sont déter- 
minés comme dans la construction précédente : 
donc tous les points de la figure sont les mêmes 
que dans cette construction. 



LIVRE SEPTIÈME. 



DE L'INTERSECTION DES LIGNES DROITES AVEC 
LES ARCS DE CERCLE ET ENTRE ELLES. 

I»ROBLèME. 

110. Étant donnés deux points L e^ M dune 
droite (fig. 46), et le centre A awc le rayon AB 
dun arc BCD ^ trousser les deux points P e< Q 
auxquels la ligne LM coupe ledit arc, si toute^ 
fois elle le coupe. 

Solution. Des points L et M donnés sur la 
droite, pris pour centres, et avec leurs distances 
respectives MA, LA du centre donné, prises 
pour rayons, soient décrits deux arcs qui se 
coupent en V ; du centre V et du rayon donné 
AB soit décrit un arc indéfini EFG : si cet arc 
coupe l'arc donné en P et Q , ces deux points 
seront les points cherchés ; s'il ne le coupait pas, 
la droite LM n'en couperait pas moins l'arc 
donné. 

Démonstration. Les quatre distances AP, 
AQ, VP, VQ étant égales entre elles, et les 
deux autres AM, Y M aussi égales entre elles, 

9 
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les trois points P, M , Q seront dans la même 
droite (15). On démontre de la même manière 
que les trois points Q , P , L sont dans la même 
ligne droite : donc la droite LM passe par les 
points P et Q , quand ces points d'intersection 
s'y trouvent. 

Si le cercle EF G (Jig. 47 ) 5 décrit du centre 
V et du rayon AB, ne coupait pas le cercle 
BCD^ LM Qç couperait pas ce même cercle. 
En effet, si Ton conçoit la droite VA qui coupe 
les cercleç en C et F, C F étant divisée par 
moitié en Tyi, on aura Vw = wA. Dope LM 
coupera perpendiculairement VA en m (14) 
hors du cercle BCD ; si l'on prend un autre 
point quelconque P sur la droite LM , dans le 
triangle rectangle PmA, on aura le côté PA 
plus grand que mA, parce qu'il est opposé à 
un plus grand angle (Sa et 18, &V. i). Donc le 
point P sera beaucoup plus hors du cercle que 
le point m ; doue la droite L M ne coupera dan» 
aucun poiat le cercle BCD. 
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PROBLÈME. 



411. Etant donné (fig. 48) un arc BCD 
décrit du centre A y trouer les deux points 
où la circonférence est coupée par la droite 
qui passe par A et par un autre point donné L. 

Solution. Du centre L et d'un rayon arbi- 
traire LP soit décrit un arc qui coupe l'arc 
BCD en P et en Q j soit partagé Farc PQ en 
deux parties égales au point m (60); soit 
déterminée la demi-circonférence mUn (64) : 
les points m et n seront les deux points 
cherchés. 

Démonstration. Les trois points A, m et L 
étant à la même distance des points P et Q , 
seront dans la même ligne droite (15). Mais 
la droite mk contient aussi le point n^ 
extrémité du diamètre mn ( i5, /«V. 4) : 
donc, etc. 
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PROBLÈME. 

• 

112. Étant donnés deux points A^ B 
dune droite (fig. 49 c* 5o), et deux points 
C^ D dune autre droite y trouver le point S où 
elles se coupent. 

Solution. De deux points d'une des deux 
droites^ par exemple, des points A et B pris 
pour centres, et avec les distances respectives 
AC, AD de ces points , et BC, BD des deux 
points C, D de l'autre droite» prises pour 
rayons , soient décrits quatre arcs , dont deux 
se coupent aux points C et c, et les deux autres 
aux points D et d. 

Soit trouvé le quatrième point «T du parallé- 
logramme CDdJ^, en faisant à Dd^CJ" , et 
âDC = rfJ^(H). 

Soit trouvée la quatrième proportionnelle 
aux trois lignes c^T, CD, Ce. 

Avec cette distance prise pour rayon et des 
centres C et c soient décrits deux arcs qui se 
coupent en S ; le point S sera celui de l'inteiv 
section des deux droites AB , CD. 

Démonstration. Les droites AB, Ce seront 
perpendiculaires Tune à l'autre (15, 14) , ainsi 
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que AS y C c : donc le point S sera dans la même 
ligne AB ; puis AB ou AS étant aussi perpen- 
diculaire àDrf(15, 14), la même ligne Drf 
sera parallèle à Ce (29, Iw. i). Mais à cause 
des côtés égaux entre eux dans les deux trian- 
gles dCJ^ , dCD, on a les angles dCJ" , CrfD 
égaux (8, Z/V. i) ; donc les deux lignes C<^, 
D^'sont aussi parallèles (28, Iw. i); donc les 
points (?, C , J^'sont dans la même droite. Main- 
tenant^ à cause des deux côtés égaux dans lés 
deux triangles CBA, cBA, les angles CBA, 
cBA seront égaux (8, Iw. i); par la même 
raison, on trouvera les angles ABD, AB^égaux 
dans les triangles ABD^ ABd; donc, dans la 
fîg. 49 9 l^angle cBd, qui est la somme des deux 
angles cBA, ABd , sera égal à l'angle CBD,. 
somme des deux angles CBA , ABD. Dans la 
fig. 5o , l'angle cBd, qui est la différence des 
deux angles AB^, cBA, sera aussi égal à l'angle 
GBD, qui est la différence des deux angles 
ABD, CBA; donc pour les deux figures dans 
les triangles cBd, CBD , qui ont deux côtés 
et l'angle compris égaux, le troisième côté cd 
sera égal au troisième côté CD (4, ZiV. i)* Mais 
CD=:rf/ ; donc le triangle cdj^ est isoscèle; 
de plus, le triangle cCS étant aussi isoscèle, 
on a la proportion 
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cS : CD OU rf/ :: Ce : CS; 
d'où vient encore 

cj^ : cd :: cC : cS. 

Donc les deux triangles cS'd^ cCS ont les an- 
gles égaux entre eux (5, liv. 6); d'où l'angle 
cj^^/ étant égal à l'angle cCS, CS sera paral- 
lèle à J'dÇag, lii^. i). Or CD est aussi paral- 
lèle à Sd; donc le point S sera sur cette ligne ; 
donc, etc. 
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DE LA CONSTRUCTION, DE Lk MULTIPLICATION 
ET DE LA DIVISION DES ANGLES , ET DES 
LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES. 



113. Observation. Quand nmis dirons : 
construire un angle abc (fig. 5 1 ) ai^ec le compas, 
nous entendrons trouver avec le compas trois 
points a^ b^ c y ou^ un de ces points étant donnés, 
trouver les autres , de manière qi£en tirant en^ 
suite par deux de ces points a^ b une droite, et 
par un de ces deux points h et le troisième c 
une autre droite , on ait un angle abc aussi 
grand qu'on veut. Quoique Tangle ahc ne sôit 
pas téellement construit , les di*oites db, bc 
n'étant pas encore tirées , ce qui ne peut se faire 
avec le compas seulement , néanmoins nous 
adopterons la première phrase , en y attachant 
le sens dont nous sommes convenus. 
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PROBLEME. 



114. Étant donné un angle ABC a;^ mojren 
des trois points A ^ B^ Q^^et deux autres points 
h et Si j trous^r un point ctel que l'angle abc soit 
égal à ABC. 

Solution. Cherchez (93) une quatrième pro- 
portionnelle aux trois distances AB, a&^BC; 
avec cette ligne prise pour rayon, et du centre 
b j décrivez un arc qui passe par le point c ; 
cherchez de même une quatrième proportion- 
nelle aux trois distances AB,aZ»;AC,et avec 
cette ligne prise pour rayon , du point a pris 
pour centre , décrivez un autre are qui coupe 
le premier en c : on aura l'angle abcz=z ABC. 

Démonstration. Puisque les deux triangles 
ABC, abc ont leurs côtés proportionnels, les 
angles opposés aux côtés proportionnels seront 
égaux (5, liif.6). 

115. La solution du problème précédent 
(1 1 4) servira donc aussi à résoudre le problème 
suivant : Étant donnés trois points A ^ B ^ C 
ijig. 5i ) qui forment les sommets des trois anr- 
gles dun triangle j et deux autres a e< b^ et qui 
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soient les sommets de deux angles dun autre 
triangle y trousser un troisième point c ^ de ma^ 
nière que le triangle abc soit semblable au 
triangle ABC. 



PROBLEME. 



116. Doubler f tripler^ quadrupler ^ etc. , un 
angle donné BAC (115). 

Solution. Du centre A (Jig* 52 ) et avec les 
côtés AB, AC, pris pour rayons, décrivez 
deux arcs indéfinis BDF, CE ; faites à CB = C D^ 
l'angle BAD sera double de BAC; £aites à CD 
= DE, l'angle BAE sera triple de BAC; faites 
à DE=:EF, l'angle BAF sera quadruple de 
BAC, etc. 

Pour quadrupler l'angle proposé , on pour- 
rait encore faire à BD = DF. 

Démonstration. Les triangles BAC, CAD, 
DAE, EAF ayant leurs cotés respectivement 
égaux, les angles BAC, CAD, DAE, EAF, etc. 
(8, liif. i), seront égaux ; donc, etc. D'où l'angle 
BAD étant égal à DAF, on aura aussi BD 
=DF (4, &V. i). 
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PROBLÈME. 

117. Reconnaître si l'angle BAG^ donne 
au mojren des trois points 'R^ Pi.^ G ^ est égal à 
la moitié dun angle droit. 

Solution. Du rayon AB {fig* 53) et du 
centre A ^ décrirez la demi-circonférence BF E 
(64); faites à GB = GF (10). Si l'on a BF 
= FE, Tangle BAG sera égal à la moitié 
d'un angle droit; si BF est plus petit ou {dius 
grand que F£^ l'angle BAG sera plus petit 
ou plus grand que la moitié d'un angle droit. 

Démonstration. Puisque l'angle BAF est 
double de l'angle BAG (116), si l'angle BAG 
est égal à la moitié d'un angle droit y l'angle 
BAF sera droit, et par conséquent l'on aura 
BFr=FE (85). Mais si BAG est moindre 
ou plus grand que la moitié d'un angle droit, 
BAF sera moindre ou plus grand qu'un angle 
droit , et par conséquent BF plus petit ou plus 
grand que FE (34, &V. i). 
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PROBLEME. 



118. Disfiser en deux parties égales l'angle 
B AC donné au mojren des trois points B^ A^ C 
seulement^ le point A n'étant pas pris à la même 
distance du point B que du point C. 

Solution. Du centre A (Jig, 54) et du rayon 
AB décrivez FarcBMDj faites à CB==CD; 
divisez l'arc BMD en deux parties égales au 
point M (60) ; divisez l'arc BN en deux parties 
égales en N; l'angle BAN sera la moitié de 
l'angle BAC. 

Démonstration. L'angle B AD étant double 
de BAC (116), et double aussi de BAM 
(53, &V..6), Tangle BAC sera le même que 
BAM; mais l'angle BAN est la moitié de BAM; 
donc aussi BAN sera la moitié de BAC. 



PROBLEME. 



119. Étant donné Varc BC (fig. 55) décrit 
du point A pris pour centre^ en trousser le sinus ^ 
le cosinus , la tangente et la sécante. 

Solution. Dans la circonférence décrite avec 



]4o GÉOMÉTRIE BU COMPAS. 

le rayon AB^ faites àBC = Bc; divisez en 
deux parties égales la corde Ce au point M 
( 66) ; CM sera le sinus et M A le cosiiius de 
Tare donné. 

Du point M pris pour centre et du rayon 
M A y décrivez un arc qui coupe ^ s'il est pos- 
sible^ la circonférence en D et en rf; déter- 
minez la demi-circonférence dD cT (64) ; pro- 
longez B A de B en V , en faisant B V = B A : 
des centres A et V et du rayon D <^ décrivez 
deux arcs qui se coupent en S, BS sera la 
tangente, et SA la sécante. 

Démonstration. La ligne BA coupe au pointM 
la corde Ce en deux parties égales et à angles 
droits (1 4) : donc CM est le sinus et M A le co- 
sinus de l'arc BC. 

SB est perpendiculaire à AB (85); DcT est 
troisième proportionnelle aux deux lignes A My 
AC (87) : il en sera de même de AS , qui est 
égal à D^T. Donc, dans les deux triangles rec- 
tangles AMC^ABS, on a la proportion 

AM: AC :: AB:ASj 

et in^ertendo (4> &V. 5), 

AC: AM :: AS:AB. 
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On tire de là (35 , liv. 5) 

(AC)' : (AM)' :: (AS)* : (AB)-; 

et en substituant pour (AC)*et(AS)* leurs 
valeurs tirées de la 47^ proposition du Iw. i , 
on aura 

(AM)*+(MC)^ : (AM)* :: (AB)* 
4.(BS)» : (AB)-; 

d'où (17, Iw. 5) 

(MC)* : (AM)* :: (PS)v: (AB)%- 

et (34 y li^- 5) , 

MC : AM :: BS : AB,- 

donc les côtés M C, BS seront aussi propor- 
tionnels ; donc l'angle MCA sera le même que 
BSA (5, &V. 6); donc les points A, C, S se- 
ront dans la même droite ^ et BS sera la tan- 
gente et AS la sécante de l'arc BC. 

Si le cercle décrit du centre M et du rayon 
M A ne coupait pas la circonférence ^ ou la 
coupait sous des angles trop aigus , il fau- 
drait avoir recours aux moyens indiqués ( 89 
ou 90 et 91). 
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Autre solution pour troui^er la tangente et la 

sécante. 

Décrivez (64) la demi-circonférence BCE 
{fis* ^^) > ^" rayon BC et du centre E coupez- 
la au point Q; du rayon CQ et des centres A 
et B décrivez deux arcs indéfinis qui se cou- 
pent en y , et avec le même rayon C Q et du 
centre V coupez la circonférence en e; du 
rayon Ee et des centres A et B décrivez deux 
arcs qui se coupent en m ; du même rayon Ee 
et du centre m décrivez la demi-circonférence 
ABS (64) : SB sera la tangente et SA la sé- 
cante de l'arc BC. 

Démonstration. Si Tare BCF est égal au 
quart de la circonférence = FE, comme on a 
par construction BC = QE , on aura aussi CF 
= FQ. On sait de plus ^ par les définitions tri- 
gonométriques^ que le sinus de l'arc CF est le 
même que le cosinus de l'arc BC, et que la 
corde de Tare CFQ, double de l'arc CF, est 
double du sinus de l'arc CF ou du cosinus de 
Tare BC : cette corde est égale à CQ=: A V; on 
a de plus (22) 

AV.Ee = (AB)\ 
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La ligne AmS (64) étant droite = 2 Ee et ^ V 
= 2 COS. BC ; on aura 

sEe.cos. BC = (AB)» = AS. COS. BC; 

donc (17, iV. 6) 

cos.AC : AB :: AB :AS; 

donc AS sera troisième proportionnelle au co- 
sinus et au rayon y et par conséquent égale à la 
sécante^ suivant les démonstrations trigono-* 
métriques. De plus, l'angle ABS étant droît 
(5i, liif. 3), la sécante AS sera déterminée de 
position, et par conséquent BS sera la tangente. 

« 

PROBLEME. 

1 20. Etant donné le sinus m n d'un arc dun 
rayon dorme AB^ trousser cet arc. 

Solution, Décrivez (Jig. 5j) avec le rayon 
AB, le cercle CcK; doublez mn (64); d'un 
rayon z^:^mn,et d'un point quelconque C de 
la circonféreuce , décrivez un arc qui la coupe 
en c; divisez Tare Ce en deux parties égales au, 
point B (60), BC sera l'arc cherché. 

Démonstration. Le sinus de l'arc BC, d'après 
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les définitions trigonométriques , est la moitié 
de la corde double de BG; donc^ etc. 



PROBLEME. 



121. Étant donné le cosinus ma dun arc 
dun rayon donné AB ^ troui^er cet arc. 

Solution. Décrivez le cercle CcK (Jig. 5j) avec 
le rayon AB; doublez ma (64); d'un point 
quelconque c de la circonférence pris pour 
centre et d'un rayon = 2ma, coupez la cir- 
conférence au point K; déterminez la demi-cir- 
conférence KcC (64)) ; divisez en deux parties 
égales l'arc Ce au point B (60) : BCsera l'arc 
cherché • 

Démonstration. Tirez l'autre corde Ce; 
elle sera divisée au point M en deux parties 
égales et à angles droits par le rayon AB (14). 
Mais l'angle CcK étant inscrit et appuyé sur 
le diamètre, est aussi droit (3i , ZiV. 3)j donc 
les deux triangles CMA , CcK, qui ont jm 
angle commun en C , et chacun un angle droit, 
sont équiangles entre eux ( Sa , U\f. i ) : donc 
on a (4, li^^ 6) 

CM : Ce :: MA : cK. 
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Mais CM €St la moitié de Ce ; donc 

M A s -^ oK == ma ; 

de plus, MA est le cosinus de l'arc BG; 
donc^ etc. 

PROBLEME; 

122. Étant donnée la tangente sb {twi 
arc dun rayon donné AB (fîg. 55), trou^ftr 
vet arc. 

* 

Solution. Décrivez avec le raydn AB lé 
tercle BC/; au point B élevez sur AB une 
perpendiculaire BS=6^ (Î7^6)j trouvez (iH) 
le point C où SA coupe la circonférence; BG 
sera l'arc cherché. 

Cette solution n^a pas besoiil de démons^ 
tration. 

PROBLÈME. 

135* Étant donnée (fîg. 5^) là sécante ^a 
(Ttin arc dun rayon donné AB, trouver cet 
arc. 

Solution. Décrivez avec le rayon AB la 
circonférence BCcT ; sur AB portez B Y = AB 
(64) ; puis des centres A et Y et du rayon su > 

lO 
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décrivez deux arcs qui se coupent en S; troti<* 
vez (111) le point C où la ligne SA coupe 
la circonférence : BC sera l'arc cherché. 

Démonstration. La ligne SB sera perpen- 
diculaire à B A ( 85) ; donc elle sera la tan-« 
gente de l'arc BC, et par conséquent SA en 
sera la sécante. 
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DlES FIGURES SEMBLABLES ET DES POLYGONES 

RÉGULIERS. 

124. Observation. Quand nous dirons , 
Construire une figure ou un poljrgone^ nous 
entendrons , trouver tous les points qui si^- 
sent pour déterminer de grandeur et déposition 
toutes les droites quHl conviendrait de tirer 
pour construire entièrement le poljrgone. 

PROBLÈME. 

1 25* Sur un côté donné ih ^ construire un 
triangle semblable à un triangle donné ABC 

(6g. 5i). 
Solution. Voyez 115. 

PROBLÈME. 

^ 126. Étant donnée (fig. 58) une figure 
ABCEFD^ construire une figure qui lui soit 
semblable y et dont la surface soit avec celle 
de cette figure dans un rapport donné. 

Solution. Si Ton veut^ par exemple, que 

lO.. 
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la surface de la nouvelle figure soit les deui 
cinquièmes de la surface de la figure donnée. 

D'un rayon AB, le plus grand qu'il sera 
possible, construisez la figure 43 (1 00) ; prenez 
ctans cette figure la ligne Aas= ^a pour rayon ; 
du centre (Jîg. 58) décrivez le cercle plus 
petit t dans la circonférence duquel se trouve 
le point i^. De la ligne ET = |/5 (Jig. 4^), 
prise pour rayon ^ et du même centre 0^ dé- 
crivez le cercle plus grande dans la circenfé- 
rence duquel se trouve le point Y , déterminé 
par rapport au point i^ , de telle manière qi|e 
la ligne Y u soit à peu près tangente au point i^ 
du cercle intérieur. 

Supposez la figure donnée divisée en autant 
de triangles ABC, AGD, €DE, ED^ , en 
imaginant des droites AC , CD , etc. , et placez 
les nombres i , 3 , 5, 4> 5, etc. , sur les dis- 
tances AB, AG, CD, etc., qui mesurent les 
côtés de ces triangles; appliquez successive- 
ment les distances i , â , 3 , etc. , comme cordes 
à autant d'arcs consécutif du cercle Y , savoir : 
Afi de Y en i , ÂC de i en 12, BC de 2 err 3, 
et ainsi de suite jusqu'à la fin ; ce que Ton fera 
en prenant la dislance A B pour rayon > et en 
décrivant du point V pris pour centre un arc qui 
coupe cette même circonférence au point t, etc. 
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jynpL rayon jégal à Y i^, et en prenant succès 
sWçment pojir ceatre&les points i> 12, 3, 4> ^^-9 
décrivez d^s arcs qui coupent successivement la 
plus petite circonférence aux ppints i, 2, i, 
4^ etc. , jusqu'à la fia. 

Les cordes du cercle ititérieur, ou les diB-^ 
tances de (^ à i,de i à 12^ de 12 à 3^ de 5 à 4^ etc., 
seront les côtés ab, ac, bc, cd, etc. , de la 
Xiouvelle figure que l'on construira triangle par 
triangle; avec la distance du.point f^^u point i, 
on.déterminenLles deux points et et b ; des cenr 
très aetb , et avec la seconde et la tooisièm^ 
distance , prise dans le cercle intérieur (la se-. 
COBde du point i au point 3 , et la troisième 
du point 3 au point 3.) , décrivez deux arcs qui 
se coupent ea c ; des centres c et a, et avec les 
distances quatrième et cinquième, prises dans le 
oecde intérieur (la quatrième de 3 à 4> et la cin- 
quième de 4 à 5) , décrivez deux arcs qui se 
coupent en éf ; on déterminera de la même ma- 
nière les points e etf, et la figure sera cons- 
truite. 

démonstration. Les cordes du cercle inté^ 
rieur sont aux cordes homologues du cerde ex- 
térieur, comme le rayon Oi^ est au rayon OV 
(93) f ou comme y/ 2 est à y/ 5 : donc tous les 
«6tés des triangles de la figure abçefd, et^les. 
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côtes homologues des triangles de h figure 
ABCEFD sont dans le même rapport; donc 
les triangles des deux figures soot équiangles 
entre eux, et par conséquent semblables {5, 
Uv. 6 f déf. I ) ; donc les deux mêmes figures 
polygones sont semblables (ao* Uv. 6) , et les 
surfaces étant entre elles comme les carres des 
côtés homologues y la surface du polygone 
abcefdxtz. à celle du polygone ABCEFD, 
comme a est à 5 ; donc la surface de la plus 
petite des deux figures sera à cdle de la plus 
grande, comme a est à 5. 

D'après cet exemple , il est facile de voir la 
méthode à suivre pour résoudiie le problèwfio ^ 
quel que soit le rapport qu'on propose d'établir 
entre la sur^e de la figure à construire et celle 
de U figure donnée. 

Oa décrira deux circonférences p elV avec 
des rayoiiis qui soient entre eux comme les 
racines des nondbres qui expriment le rapport 
des surfaces ^ sur celle des deux circonfiérences 
qui correspond à la figure donnée , on portera 
successivement comme cordes les côtés des 
triangles dans lesquels cette figure est supposée 
divisée. On déterminera , par la méthode ci-* 
dessus exposée , dans l'autre circonférence ^ des 
cordes proportionnelles qui seront les çôtés^ 
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respectif des triangles de k nouveHe figare« 
Le n^port des moitiés des racines étavl 
le même que odni des racines entières, la 
fignre 4^ servira dans plusîeuia cas (104). Pour 
les antres cas , voyez les nninéros iOi , iQ% 
et 105. 

On prend ensuite un rayon AB (/%« 44 ^^ 
45) 9 le plus grand que l'on peut employer 
commodément ^ pour que les cercles puissent 
mieux recevoir les longueurs des cordes à ap- 
pliquer , et pour que les intersections qui en 
résultent se fassent à angles plus approcbaiis 
de Tangle droit. 

4 27» Si l'on avait donné le rapport des cÀtés 
AB etab entre eux, ou de deux autres droites 
quelconques entre elles, on dboisirait dans œ 
rappwt les deux rayons OV, Oi^p les phis. 
g^rands possil^ea» 

. 428» Inscrire à un cercle donné un quel^ 
conque des poljrgones réguliers que Pan peut 
jr inscrire en se servant de la règle et du 
compas. 

, Solution. Divisez la circon£n^nce eu autant 
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4e parties égales cpie le polygone qo-on vent 
inscrire a décotes (27, 29, 50, SI , 32, 58, 
40, 41 , 42, 53, 57, 60, 63), les points de 
division seront les sommets des angles du po-? 
Ijrgcwie regolier cberché , et les cordes des arcs 
en seront les càtés. 

Démpmtratian. Tons les c6tés étant égaux 
comme cordes d'arcs éganx , les angles qu'ils 
forment seront égaux , puisque ayant leur 
sommet à la circonférence, ils sont tous ap- 
puyés sur des arcs égaux (21 , /<V. 3). On a 
donc inscrit au cercle un polygone régulier d'au- 
tant de côtés que Ton voulait ( def, i , &V. 5). 

i29« Puisque avec trois points seulement 
pris hors de la drconférence et six ouvertures 
de compas au plus (59) , on peut la diviser en 
:a4o parties ^ales (57) , on pourra inscrire au 
cercle avec ces trois points et ees six ouvert 
tures , autant de polygones réguliers qu'il y a 
de nombres exactement diviseurs de 240 : or 
ces nombres sont : 2, 3, 4, 5> 6, 8, 10, la, 
i5, 16, oo, ^4, 3o, 4o> 4^9 60, 80, I30, 
!i4o; on poiarra donc, en omettant le divi- 
seur 2 , inscrire au cercle un polygone régu-- 
lier de 3, de 4, de 5, de Ç, de 8, de 10, etc« , 
et enfin de 1240 côtés. 

i 30. Si le nombre des côtés du polygone^ 
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qae l'on veut inscrire se trouve être un de ceux 
dans lesquels on a divisé la circonférence , par 
les méthodes enseignées (27 , 30^ etc.)^ par 
ei^emple^ le nombre 12^ on divisera la circon- 
férence en douze parties égales (31 ) ; les deux 
extrémités de chacune de ces divisions seront 
les sommets des angles du polygone qu'il était 
question d'inscrire , ou , ce qui est la même 
chose f les. cordes de ees arcs seront les côtés 
du polygone. 

Si le nombre des côtés du polygone à inscrire 
ne se trouve point précisément dans les pror- 
blèmes du Kv. II ; par exemple ^ si Ton veut 
inscrire un polygone de 60 côtés, on doublera, 
triplera, quadruplera, etc., ce nombre jusqu'à 
ce qu'on parvienne à avoir un de ceux exprimés 
dans les problèmes précédens : c'est ainsi qu'en 
doublant 60 , nombre des côtés du polygone 
indiqué, on a lao. Or, on a donné (42) le 
moyen de diviser la circonférence en 120 par^ 
ties égales; ces parties prises deux à deux four- 
niront 60 arcs égaux , dont les cordes sont les 
côtés du polygone en question. 

S'il avait fallu tripler le nombre, par exem- 
ple , si l'on eût voulu inscrire un polygone de 
16 côtés , on aurait alors , comme au problème 
C5S), divisé la circonférence e^ 4^ parties, noiq- 
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bre triple de i6; on aurait pris ensuite trois de 
ces arcs paur eu ayoir un qui f&t la seizième 
partie de la circonfërence , et chaciii!! de ces 
arcs égaux aurait eu pour corde un c6té du 
poljgoue de 16 côtés. 

PROBL£KE« 

151. Cireonscrire un triangle équUatéral 
{i^)àun cercle donnéBCDd (fig. 59). 

Solution. Soit fait au rayon A B de ce cercle 
=:BC=CD, etàBD=:BL=5DLï=jarf=DN 
= e/N=:JM=BM- 

Les trois points L., M , N seront les sommets 
des angles du triangle équilatéral circonacrit 
au cercle. 

Démonstration. Le triangle BBdp inacrh au 
cercle (29^ 450)^ étant équilatéral^ les trian^ 
gles DLB, NDd^ dBM auront leurs côtés égaux 
k ceux de ce triangle ; donc leurs angles seront 
égaux (8^ &V. i); les trois angles N D ^^ ^DB^ 
BDIi seront donc égaux aux trois angles du 
triangle inscrit , cest^à*dire à deux droits 
(52, lis^^ i) : donc la ligne NDL sera droite 
(i4> '^« i)- ^ démontrerait la même chose 
pour les deux lignes LBM^ NiiM; et comm^ 



LIVRE ITEUVIÈME. l55 

chacune d'elles est double du côte BD^ elles 
seront par conséquent égales entre elles. Donc 
le triangle LMN est équilatéral; ensuite les 
angles NUd, DLB étant égaux ^ la droite D^ 
sera parallèle à LB (29 , Ih. 1), ouàLM» Or 
les points N^ A, B sont dans une inêtiie droite 
perpendiculaire à Bd (1 5 > 1 4) ; donc A B est 
aussi perpendiculaire à LM (^7 » liç. i) ; donc 
LM est tangente au cercle (16, lii^. 5), On dé- 
montrerait la même chose pour les deux lignes. 
NL^ NM ; donc le triangle NLM est équilatéral 
et circonscrit au cercle (def. 2 , ftV. 4)- 

PROBLÈME. 

1 38. Circonscrire un carré à un cercle donné 

Solution. IKy isez la circonféreiice de ce cercle 
en quatre parties égales aux points B^ F^ ^9/ 
(37); de ces points consme centres et du 
rayon AB^ décrivez des arcs qui se coupent 
en R , S , T , V ; ces quatre derniers points se- 
roirl les samnets des angles du carré circonscrit 
an cercle* 

Démonstration. Les angles TBA ^ SBA étant 
droits (100)^ la ligne TSB est une droite 
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( 1 4 9 /iV. I ) perpendiculaire au diamètre BE , et 
par conséquent tangente au cercle {i6, lis^. 3) ^ 
on démontrerait la même chose pour les autres, 
lignes TFV , VER , R/S, De plus , les triangles 
BFT^ BFA ayant les côtés respe^ivemeat 
égauï, onaurarangleBTF=BAF(8, àV. i), 
çt par conséquent droit (27) : la même chose 
se déniontrerait pour las autres angles Y, il^ &; 
dope, etc. 

¥»R0BLiliB. 

1 55. Circonscrire à un cercle donné un pefk* 
tagone régulier . 

Solution. Soit le cercle BDE (Jîg. 6i) décrit 
avec le rayon ÂB; divisez sa circonférence ep 
cinq parties égales (40) aux points B^ ^9 ^p 
Ey F; d'un de ces points C comme centre et 
du rayon CB décrivez la demi-circonférence 
BDP ( 64) ; prenant pour centre le point E op-r 
posé à Varc CB et avec le rayon EC coupez 
l'arc BDP enp; des centres B^ C^ D, E, F et 
avec le rayon Vp décrivez des arcs qui se cour 
peut aux points b^ c^ d, e,f} ces points d'in^ 
tersection seront les sommets des atigles di\ 
pentagone circonscrit au cercle. 
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La dëinonstration est la même que celle du 
problème suivant. 

PROBLÈME. 

1 34* Étant dormes tes Commets des angles 
ïTun poljrgoîw régulier quelconque inscrit au 
cercle j trousser les sommets des artgles dun 
polygone semblable circonscrit. 

Solution. Soient les points B^ C^ D, E 
[fig. 63) les sommets des angles du polygone 
inscrit : de l'un de ces points C pris pour centre 
et dun rayon égal à la distance CB , de deux 
d entre eux, décrivez la demi-circonférence 
BDP ( 64) ; dés centres B et C et avec le rayon 
BD, décrivez deux arcs qui se coupent au 
point y (dans le cas du problème firécédent 
{fis* ^^)> "^ point V coïncide avec le point E) : 
de ce même rayon BD et du pdint V comme 
cehti^e coupez la circonférence BDP en p; avec 
P/i pour rayon et des centres B^ C^ D, E, etc. , 
qui sont les sommets des angles du polygone 
inscrit y décrivez les arcs qui se coupent aux 
points b, c, d, e^ etc. j ces points seront les 
sommets des angles du polygone régulier cir- 
conscrite 
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Démonstralkm. Oiia|?P.VC=(CD)* (22), 
c'est-à-dire cC.BD=z=(BC/j d'où (17, Uv. 6) 

BD : BC :: BC : Ce. 

Mais BC = CD ^ et Bc == cC : donc les deux 
triangles koscèles BCD, BcC auront leurs ootés 
proporCîoniiels ; donc (5, U^, 6) l'angle cCB 
se» égal à l'angle CBD ; d'où il suit que les 
deux lignes cC, BD seront parallèles ( ^St &V. i ). 
On prouverait de même que C^d est aussi pa- 
rallèle à BD. Les points c^ C^ d seront donc 
dans la même ligne droite : mais de ce que BC 
=7 ED y il suit que le rayon ÂC est perpendi- 
culaire à BD (14); il le sera donc ausâ à la 
droite cd (2g , 2îv. 1) : donc cd est tangente 
à sa moitié en C (16, &V. 5). On démontrerait 
de même que dessscdest tangente à sa moitié 
en D; ainsi des autres. Le nombre de ces lignes 
sera égal à celui des points B, C^ D, E^ etc. 
Donc y etc. (déf. ^, liv. 4)- 

PROBLÈME. 

155. Sur un côté donné AÊ (fig. 1)^ cons- 
truire un triangle équilatéraL 

Solution. On trouvera le point D suivant la 
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méthode indiquée (1 ) ; le triangle A D E sera 
le triangle cherché. 

PROBLÈME. 

136- Sur un côté donné AB (fig. 4^) ^ cons^ 
truire un cmvé. 

Solution. Les deux points F^ T étant trouvés , 
d'après la méthode prescrite (1 00) ^ le carré 

ABTF sera l» carré cherché. 

Démonstration. BT étant égale et parallèle 

à FA ^ et par conséquent perpendiculaire à AB 

(100)i la ligne FT sera aus^ parallèle àBA 

(53, 2iV. i); d'où aussi les angles BTF, AFT 

sera droits (37^ liv. i)^ et ABTF sera un carré 

{déf Sa , /ïV. i). 

t»ROBLÈll£. 

157. Sur un côté donné kR {fk^. 65), cons^ 
truire un pentagone régulier. 

Solution I. Avec le rajon A B et du centre A^ 
décrivez la circonférence BCDEc;?, et faites à 
AB ==; BC = CD = DE = £^; faites encore 
à BD s;= Ba =1 Ea , et ensuite à kaz=^ïib 
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= db; du oenlK B et avec le rayon BÂ-dé^ 
criyez l'arc indéfini A CL, dans lequel vou^ 
ferez à A6 = AH = HK = KL : ipareiUe- 
ment, dans la circonférence BCD, faites à A6 
= BQ = QF = FN. Des points L et N pris 
pour centres et du rayon AB décrivez deux 
arcs qui se coupent en M; les points A, B, L> 
M f N seront les sommets des angles du pen- 
tagone régulier cherché. 

Démonstration. L'angle CBF (Jig. 61 ) dà 
pentagone régulier BCDEF a pour mesure la 
moitié de l'arc CDEF (20, liv. 3); cet angle 
étant donc égal à trois cinquièmes de la circon- 
férence i l'angle CBF du pentagone a pour me- 
sure les trois dixièmes. Or les arcs AHKL, 
BQPNy qui mesurent les angles ABL, BAN, 
valent chacun les trois dixièmes de la circonfé- 
rence (41) : donc ces angles ABL, BAN sont 
ceux du pentagone régulier k construire sur AB ; 
ensuite les trois côtés AB, BL, AN, côtés du 
pentagone , sont égaux entre eux ; donc y en 
comparant les points L, B, A, N de la figuré 65, 
avec les points C, B, F, E de la figure 61 , 
le triangle LMN de la première figure, 
ayàiït les côtés respectivement égaux aux 
côtés du triangle CDE de la seconde, ils 
àtiront aussi les angles égaux (8, /2V. 0> 
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^t tout coïncidera parfaitement ; donc , «te. 

Solution II* Décrivez, comme ci-dessus^ 
du rayon AB et du centre A , la cîrconfé- 
renceBDrf(;>%. 64),- faîtes-y à AB=BC=CD 
=Dk=Erf; à BD:=Ba£=Ea; et enfin, a Aa 
s=s'Db.=:db; ensuite , avec le rayon 6 E et du 
centre A décrivez un arc qui passe par les pointa 
L et M ; du centre B et avec îe même rayon b E, 
cotipez cet afc au point M et la circônféience 
en N ; enfin , avec le même rayon et du cen<^ 
tre N , coupez l'arc LM en L ; les points A , B^ 
L, M, N seront les sommets des angles du pen*-» 
tagone régulier. 

Démonstration, On a (4> JiV. 2) 

(BE)* = (*E)- + (Bi)- + 3B&.*E; 

l'angle BNE étant inscrit ^t appuyé sur le dià^ 
mètre, on a (3i , lii>. 5> 47 f ^*^* 0> 

(BE)* = (BN)*+(NE)\ 

En comparant les deux valeurs de (BË)* dans 
lesquelles ( bEy = (BN)S il résulte que . 

(BÔ)- + aBô.6E = (NE)«; 

puis ÀEétantégalà6A + AE = A*4-AB, 
on aura 

(BJ)«4-3B&.Ai + iîB*.AB = (NE)*.^ 

II 
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suis ?U,^B^:^{^by (46); 4anc 

(Bby H- aBb.Ab + (A*)' -f- ( A*)« = (NE)*. 

Qr 

(Bby + 2B*.A* 4- (Aby = ( AB)* ; 

donc 

(AB)- + (A*)'=:(NE)«. 

NE 9WII donc le côté da peatagtme insml an 
cevdQ BD^ (50) (lo, ftV. i3)« I^'aroMi; étant 
ç^l k deux dwèmea de la c^roanférenee « l'we 
BC^ «dm ^al à trois dixièmes» et l'aogle Q AN 
sera Fangle du pentagone reguliep» Sufastitu^nt 
ensuite la droite BN aux chux eôtes BA» AN 
du pçptagppe régulier , elle deviendn^ le c6té 
du triangle isoscèle qui a pour base A B , et 
ekacun des angles à la base sera doubl<^ de 
Fangle au soramet (n , &>. 4); les points L 
et M seront àpiffi au^i les sommf t^ du penta- 
gone régulier que l'on avait à construire. 

PMOBLÈUE. 

1 3B« Construire un hex^igone régulier fur 
Un côté donné AB (fig. 65). 

Solution. Pli rayon A B f t dea points A et B 
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comme centres soient décrits deux arcs qui se 
coupent au point ; avec le même rayon et 
du centœ soit décrit nn cercle dans la cir« 
conférence duquel on fera àAB=:BC = CD 
=DË = EF ; l'hexagone ÂBCDEF sera l'hexa* 
gone demandé» 

Fo^eZj pour la démonstration^ la quinzième 
da li^. 4' 



PROBLEHE. 



159. Sur un côté donné AB (fig. 66), cons^ 
truire un octogone régulier. 

Solution /. Des points A et B pris pour cen- 
tres et avec le rayon AB décrivez les deux 
demi-<:irconférences BCI>E,ACtfe( 64) ; faites 
à Cfi=:E^=Ba = Aa= cflt; avec le rayon 
AB et du centre a coupez lare D E au point H ; 
avec le même rayon et du centre et coupez 
l'arc ^6 au point h j encore avec le même 
rajon , et des points H y h comme centres, dé- 
crivez deux ares qui passent par les points 
G, g ; avec le rayon Ba , et des points a , a 
pris pour centres , coupez ces deux arcs en g y 6 ; 
avec le rayon A B et des centres G et g* soient 
décrits deux arcs qui passent par les points F 
et y"; coupez ces deux arcs en y, F avec le 

II.. 
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rayon Aa et des centres a, ot , les points A^ B^ 
Aygy^FyGyH seront les sommets de Focto-^ 
gone régulier construit sur le côté AB. 

Démonstration. Les côtés AB^ BA^ hg^ 
gf, AH, H6y GF sont tous égaux par cons- 
truction. Maintenant, si Ton considère im 
octogone régulier inscrit au cercle , on trou- 
vera que chacun de ses angles à la târcon-*^ 

férence a pour base un arc égal aux g de 

la circonférence , et par conséquent g pour 

mesure (ao, &V. 3); on a ensuite Tare BCfl 

3 
égal k g { 50) : donc langle BAH est un 

angle de l'octogone , ainsi que l'angle ABA. 
Ensuite aA, aB étant perpendiculaires à AB 
(27) i elles seront parallèles entre elles 
(29 9 &V. i) : donc la droite Ha qui fait un 
angle de 45® avec a A (27), en fera encore 
un semblable avec la ligne «B (:27, &V. i). 
Mais ABoL est aussi de 4^* : donc aH est pa-^ 
rallèle à AB (28; /zV. i ) : donc aussi ah est 
égale et parallèle à HB (55, tV. i); d'ouFangle 
AaH=5ABH (54, àV. i). Or l'angte ABH 

= ABE^HBE = ABE— ^HAE(20,àV.5); 

3 

il aura donc pour mesure g — ^ , c'est-à-di 



XIVRE NEUVIÈME. i65 

-7 de la circonférence : donc langle 'Rha, qui avec 

fangle hali. équivaut à deux droits (27^ Us>. i)^ 

aura pour mesure -g de la drconférence. En-* 

suite les deux triangles aAB, ahg ayant tous 
leurs côtés égaux entre eux^ l'angle ahg 
= ahU (8, &V. i); d'où Fangle total ghli 

aura pour mesure g de la circonféreuce ^ et 

sera angle de l'octogone^ ainsi que l'angle AHG. 
L'angle hga sera encore égal à l'angle KRa , 
et les deux triangles g/a , BAa ayant aussi 
les côtés égaux entre eux , l'angle Jga sera 
égal à AB ^(89 //(^ i). L'angle hg/sera donc 
composé de deux angles respectivement égaux 
aux deux qui composent l'angle ABA : ces 
4eux angles seront donc égaux ^ et chacun 
d'eux sera par conséquent angle de l'octogone : 
îl en sera de même pour l'angle HGF ; les 
pointsy et F seront donc aussi sommets d'an^ 
gles de l'octogone comme tous les autres. 

Solution II. Avec le rayon AB et des pointa 
A. et B. pris pour centres décrivez comme ci- 
dessus les deux demi-circonférences BCDE^ 
ACde} etayantfaitàCE = Ea=:Ba=xsA^ 
== e«, du rayon AB et du centre a décrives» 
^u. arç qui coupe l'arc DE en H et passe pap 
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le point F ; avec le même rayon et du centre et ^ 
décrivez encore un arc qui coupe Tare de en h 
et passe par le point f; du rayon a A et du 
centre a décrivez un arc qui passe par le 
point y*; avec le même rayon et du centre cl 
décrivez un arc qui passe par le point F ; 
enfin , avec le rayon ÂB et des centres H et F ^ 
hetf décrivez des arcs qui se coupent aux 
points G et g. 

Démonstration. D'après la démonstration 
de la première solution^ les droites AB, aet 
étant parallèles et égales entre elles , ainsi que 
les droites a A, ùlB avec lesquelles elles for-* 
ment des angles droits , si Ton Eut , pour abré-* 
ger^ AB = i ^ on aura aussi aa = etf:r=: a¥ 
= I • On a ensuite (Aa)'=2=(a/)' s= (^F)* : 
donc les angles fêta , Y a et seront droits 
(48> &V. i), et les points y, a, B dans la 
même droite (i4^ '«V. i), comme aussi les 
points F , a, A dans la même parallèle. En- 
suite de l'égalité de /et, Ta, il résulte que 
fF sera aussi égale et parallèle k eta:=t , et 
F a et/ sera un carré. De plus , les triangles 
FGa, HGa ayant les côtés égaux entre eux^ 
ont aussi les angles égaux (8, Iw. i) , et Tangle 
FGa est égal à GaH; les deux droites GH , 
Fa seront donc parallèles^ cottime aussi FG , 
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«^H (3i, feV. i) : irtais Tatigle FaH extërieUl- 
âù triàUglë czHA est égal aux deux angles li^ 
téti&ats ôp^ôsé^ àHA^ a AH (Sa, &V. i), 
c'est-à-dire j à trois angles deini'droîts : dond 
on a Tangle F/zH = BAH ; donc aussi les an- 
gles opposes dûns lés parallélogrâitlmes étant 
égaux (34, &V. i) , FGH = BAH, On a en* 
suite Tangle AaHsaHG : déplus, l'angle 
AH a est droit ; donc aussi l'angle AHG vaut 
trois demi-droits. De même 1 angle /Va étant 
droit, et l'angle aFG étant égal à aHGquî 
est demi-droit , l'angle /T G sera aussi égal 
à trois demi-droits. On démontre la même 
obdse pouf les angles enf, g eth i donc tdus 
les côtés et tous les angles étaat égaux ^ la 
figure sera un octogone régulier. 

Si l'on (jùadÉùpIe les deux membt^s de Vé^ 
quatîon (15) 

(QM)- = (AQ)* — (AM)S 
qui appartient à la figure 3 , on aura 
4(QM)-=x:4(AQ)«-4(AM)'; 

(Q,)* = 4(AQ)'-(AB)«; 
d'<f& tim&ta 1« thëdrèfiie soÎTant poàr toiil 
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rhombe quelconque : le carré dune des dUkr 
goruUes du rhombe vaut quatre Jais le carré 
dun de ses côtés j moins le carré de ViuUre 
diagonale; d'ou^ dans le rhombe Fa, HG^ 
ou aura 

(aG)«=B4(F«)'--(FH)\ 

liais comme l'angle FGH=r:HAB^ et que 
les côtés qm compremient ces deux angles 
é^ra. sont aussi ^ox , on a ausd 

Fn=rBH (4,fit', i). 
On aura donc 

(«G)« = 4( AB)» — (BH)* = (BE)»— (BH)*, 
Mais (5i, U9, 5, et 47, fit», i) 

(BE)'=;(BH)* + (HE)»: 

doue 

(«G)- = (HE)*; 
dV>ù 

aG = HB. 

Sobttàon III, Après aroir da centre A et du 
rayon AB C%. 67) décrit la demi-draonle- 
rence BCDE (64) , et avoir &it à BD=Ba 
= Eaj du centre a et da njon AB soit 
décrit un aie qù conpe l'are DE en H, et 
pa$$ep»rFi du centre « et d« ray«n a A sait 
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décrit un arc qui passe par y"; du centre a et 
du rayon aB soît décrit un arc qui pasâe par g ; 
du centre a et du rayon BH soit décrit un arc 
qui passe par A ; du centre a et du rayon HE 
soit décrit un arc qui passe par G ; soit fait 
àAB=:B;i=Ag=g/=/F = FG;onaura 
aussi FG=:GH, etc. 
Démonstration. Les triangles aAB^ a^h^ 

^^Sf ^Sf* ^^^*^ ^P^ ^^^ ^^^^ sommet en a 
et leurs bases sur les côtés de la figure ^ ont 
tous leurs côtés respectivement égaux à ceux 
des triangles affectés des mêmes lettres dans 
la figure 66 {vojrez les deux démonstrations 
précédentes) : donc ils auront aussi leurs 
angles égaux (8^ liv. i ) J ^^ comme ils sont 
semblablement ordonnés , les angleis de la 
figure 67 9 qui sont composés des angles de 
ces triangles pris deux à deux , seront aussi 
égaux aux angles de l'autre figure ; donc , etc. 
Solution IV. Après avoir , du centre A et 
du rayon AB^ décrit la demi -circonférence 
BCDÈ,enyfaisantàAB = BC = CD=DE, 
et avoir fait à BD = Ba = Ea ; ayant du 
centre a et du rayon AB coupé la demi- 
circonférence en H ^ soient des centres E et A ^ 
avec le rayon EH ^ décrits deux arcs qui se 
coupeut en P; du centre P avec le même 
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rayon FA toit coupée la demi^-drconférence 
en Q; dea centres B et H avec le rayon BQ 
soient décrits deux arcs qai se coupent en : 
maintenant soit décrit du centre et du même 
rayon OH un cercle qui passera par A; sdit 
fait dans sa circonférence à AB =:Bh=:hg 
= g/=3/F=FGj les points k^ B, h, 
g f ff etc. f seront les sommets des angles de 
l'octogone. 

Démomtration. Gomme on a QP ;r= AP 
aa EP , ainsi que Q A 2=3 AE == A B / et que 
AB est sur le prolongement de AE (i5, Uv. 6), 
on aura (S3) 

BQ.AP = (AQ)*; 

d'où (17 , &V. 6) 

AP : AQ :: AQ:BQ: 
ou bien 

HE : AE :: AB : BO. 

Mais HE est un côté de Toctogone inscrit 
au cercle qui a pour rayon AE : donc aussi 
AB sera le côte de Toctogone inscrit au 
cercle nui a nour rayon BO. 
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PROBLÈME. 

440. Sur un côté donné AB (fig. 69) j, 
construire un décagone régulier^ 

Solution. Du centre A et du rayon AB 
soit décrit le cercle BD^; soit fait dans sa 
circonférence à AB = BC = CD = DE = Eé/j 
soit fait k BD ::s= Ba =s Ea ; soit fait ensuite 
hi tiatis: lib^s=.db. Maintenant des centres A 
et B ayec le rayon 6E soient décrits deux 
arcs qui se coupent en V; du centre V et 
du même rayon 6E soit décrit le cercle 
BLMNOPQRSA, et soit fait à AB=«BL 
= LM £= MN = NO =s= OP « PQ =: QR 
ss RS ; le point S sera dans la section des 
deux circonférences , et les points A ^ B ^ 
L ^ M , etc. f seront les sommets des dix uxt» 
gles dtt décagone régulier cherchée 

Démonstration. La ligne 6Ë est un c6té 
du triangle isoscèle qui^ ayant pour base AB, 
a chacun des angles à la base double de 
l'angle au sommet (137)* Donc^ dans le 
triangle YAB^ l'angle BVA sera égal à un 
cinquième de deux angles droits (52^ Uv* i); 
Varc BA qui le mesure sera donc égal à un 
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dixième de la drconférence ^ ainsi que. les 
antres arcs BL^ LM^ MN : donc le poly- 
gone ABLMNOPQRS sera un décagone ré- 
gulier inscrit au cercle qui a le point Y pour 
centre, et construit sur le côté AB. 



PROBLEME. 



441 « Sur un côté donné AB (fig. 69), 
construire un poljrgone régulier quelconque, 
de ceux qu'on peut inscrire au cercle (128). 

. Solution* Du rayon AB soit décrit un 
cercle BDd; soit inscrit à ce cercle un po~ 
lygone régulier semblable à celui qu'on veut 
construire sur le côté AB , c'est-à-dire d'un 
égal nombre de côtés (128)^ et soit BZ un 
côté de ee polygone inscrit ; soit ensuite 
cherchée une troisième proportionnelle à ce 
côté B/ et au rayon AB (87, 89, 90, 91 , 
93); avec cette ligne prise pour rayon, et 
des centres A et B soient décrits deux arcs 
qui se coupent en Y; du point Y comme 
centre et du même rayon Y A soit décrit 
un cercle ABLMN, etc. , et soit fait à AB 
ss= BL s;: LM = MN , etc.; les points A, B, 
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L^ M^ N^ ete. ^ seront les sommets des angleft 
du polygone cfaerché* 

Démonstration. Les c6tës du triangle BAZ 
étant proportionnels à ceux du triangle BYA, 
on aura langle BAZsBYA (5^ &V. 6) : donc 
les arcs B/, BA qui le mesurent , seront 
des portions égales de leurs circonférences; 
donc^ etc. 

PROBLÈME* 

143. Construire un carré sur une diago^ 
nale A B dormée (fig. 70). 

Solution. Du centre A et du rayon AB soit 
décrit lare BC D E ; du centre B avec le même 
rayon soit décrit Tare indéfini CP ^ et soit fait 
aBC = CD=:DE; soit fait ensuite à BD=B a 
=: Ea. Maintenant^ du centre E et du rayon 
ka soit coupé Tare CP en P; des centres A 
et B et du rayon AP soient décrits deux 
arcs qui se coupent en L et M; ALBM sera 
le carré cherché. 

Démonstration. Si Ton suppose pour abréger 
AB = I , on aura 

AP = i»/2(104) = AL==BL; 
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(AL)-=(BL)-=i, 

et 

(AL/ + CBL)*= ï = (AB3«. 

Dow; rapgfe BLÂ est droit (48^ li^< i)f et 
les d^mc wglas LBA^ LAB égau^ entre eux^ 
Talent chacun la moitié d'un angle droit (5, et 
52 , U{f. I )• On démontrera de même que 
Tangle BM A est droite et qve les angles MBA, 
M AB valent chacun la moitié à^ixa angle droit : 
donc les angles MBL, MAL seront droits, et 
et ALBM sera le carré clierché. 
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DES CENTRES. 



PIIOBLÈKE. 



14S< Trouver le centre dun cercle domi4 
MAB (fig, 71). 

• * • •• • 

Solution. Ajant pris pour centre un point 
quelconque A de sa ciraonférence^ dW rayon 
^rhitrsâre AB ^ plus petit que le diamètre du 
cercle donnée et plus grand que le quart de ce 
diiusiètre^ aoit décrite la demi-^cireônfiénence 
BCDE,enlaisantàAB=^BCBCD=sDEf 
9éM M le point où elle coupe la circiinféreiKDe 
du mf^^ donné; des cèntfes £ et A avec le 
rayon £M soient décrits deux arcs qui se c6ti-< 
peut en L; 4u ccintre L ^% du ipème rayon 
LA soit coupé le cercle BME en Q ; des cen- 
tres B et A et du rayon B Q soient décrits deux 
arcs qui se CQu.pent; çn Q } le poiat sera le 
point cherché. 

Défnonsftration. La ligne BAE étant droite 
(i5, &V. 4)> l'angle extérieur LAB est égal 



■> 
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aux deux angles intérieurs opposés ALË, AEL 

pris ensemble dans le triangle A LE (Sa, Iw. i). 

Or les triangles LAE, LAQ ont tous les côtés 

égaux entre eux , et par eonsé(}uent les angles 

opposés aux côtés égaux sont aussi égaux 

(8, Iw. i). Donc l'angle AEL=Q AL, etl'angle 

ALE= ALQ ; donc l'angle LAB est égal aux 

deux angles QAL et QLA pris ensemble; et 

retranchant de part et d'autre l'angle Q Aïi , 

on a l'angle restant QAB = QLA : donc k 

somme des deux angles LAQ, LQA dans le 

triangle LAQ, est égale à la sonime des deux 

angles AQB, ABQ dans le triangle ABQ (52, 

U¥. i). Mais ces deux triangles LAQ, ABQ 

sont isoscèles par construction ; donc lés angles 

à leurs bases seront ^aux chacun à la demi-^ 

somme (5, /iV. 1) , et par conséquent égaux 

entre eux dans l'un et l'autre triangle ; donc 

les triangles. LAQ, ABQ seront semblables 

(4 f Uv. 6) , et l'on aura 

LA: AQ:: AQrQB; 

et substituant les valeurs égales , 

ME : EÀ :; AB : OB j 

donc les triangles isoscèles MAE, AOB avant 
les côtés proportionnels, sont équiangles entre 
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eux (5, &V. 6), et on a Fangle OAB =s= AME 
=s AEM. Mais l'angle extérieur MAB est 
égal à la somme des deux angles intérieurs 
AME^ AEM égaux entre eux , dans le triangle 
AEM (52 y 2iV« 1); donc il sera égal à l'angle 
OAB pris deux fois^ ou bien on aura OAB 
=:OAM. Mais les deux triangles OAB^ OAM 
ont encore les côtés AB , AM égaux entre eux, 
et de plus le côté A commun , c'est-à-dire 
ces deux triangles ont un angle égal compris 
entré deux côtés égaux : donc (4> &V. i) le troi- 
sième côté B de l'un de ces triangles sara aussi 
égal au troisième côté M de l'autre ; donc les 
trois lignes OB , OA^ OM sont égales,. et par 
conséquent le point est le centre que l'on 
cherchait du cercle MAB (9, AV. 3)« 
. 144. Quand on a trouyé la yaleur de QB^ 
troisième proportionnelle aux deux lignes LA , 
AQ^ ou aux deux lignes EM, EA, yaleur qui 
est celle du rayon du cercle dont on cherche 
le centre , il suffit de prendre deux points à 
volonté dans la circonférence du cercle , et de 
ces points comme.centres.avec le même rayon , 
décrire deux arcs qui se coupent ; le. point de 
leur intersection sera le centre du cercle. 

1 45* Pourobtenir des sections à angles moins 
aigus, il sera utile ^ dans la pratique » de choisir 

1:2 
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il vue d'œil un rayon A B qui approcIl^ de la 
▼aleur du rayon du cercle que l'on cherehe. 

PROBLÈME. 

146- Circonscrire et inscrire un cercle k un 
triangle équilatéral donné (fig. 72). 

Solution. Soient A, B et M les sommets des 
angles du triangle donné; du centre A et du 
rayon A M soit trace l'arc MDE, et soit fait à 
AM=3 MD 3=: DE ; des centres B et A avec le 
rayon BD , soient tracés deux arcs qui se cou- 
pent en L ; du centre L avec le même rayon LA 
soit décrit un arc qui coupe l'arc DE en Q; des 
sommets de deux angles du triangle , des points 
A et B y par exemple y pris pour centres et avec 
le rayon QE , soient décrits deux arcs qui se 
coupent en 0; du centre et du même rayon 
A soit décrit un txtSt » il sen^ circonscrit an 
triangle. 

Soit divisée la ligne QE en deux parties ^ales 
au point m (66); du même centre O et du 
rayon Qm soit décrit un autre cerde; il sera 
inscrit au triangle. 

DAmmsinUkm. De k dànonstnâQa du 
n*141» il resuite que k ligue BAE étant droite. 
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QE est troisième proportionnelle aux deux li^ 
gnes £M, EA. Donc QE sera le rayon d'un 
cercle qui passe par les trois points M, A, B, 
et le point en sera le centre (145). 

Dans la figure Sg, où le cercle BBd est ins* 
crit au triangle NLM , AD est perpendiculaire 
à LD, et N AB à LB (131) : donc les triantes 
rectangles ND A, NBL , qui ont un angle corn- 
man en N , ont aussi le troisième angle égal 
(33 y U9. i); d'où on a la proportion (4> fip« 6) 

NL:LB :: NA:DA. 

Mais NL est double de L B ; donc aussi NA est 
double de D A y c'est-à-dire , le rayon du cercle 
circonscrit au triangle équilatéral est double du 
rayon du cercle inscrit ; donc , etc. 

PROBLÈME. 

447. Circonscrire et inscrire un cercle à 
un carré donné (ûg. jS). 

Solution. Soient A^ B^ T, F les sommets des 
angles du carré donné; soit fait à ABb A£; à 
FB=ttFE; du centre B avec le même rayon BF 
soit décrit un arc qui passe par Q et 9 ; du centre 
E et du rayon EA soit coupé cet arc en Q et 9 ; 

m.. 
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des centres Q et 9 et du même rayon Â E soient 
décrits deux arcs qni se conpent en M ; des cen- 
tres A et B et dn rayon AQ soient décrits deux 
arcs qui se coupent en ; du centre et da 
même rayon OB soit décrit un cercle ^ il sera 
circonscrit au carré ; du même centré et du 
rayon OM soit décrit un autre cercle/ il sera 
inscrit au carré. 

Démonstration. Si Ton &it y pour abréger , 
AB ss I y on aura 

AQ=:i»/2(104) = AO = BO; 

on aura donc 

(AO)*H-(BO)»= I r=(AB)»î 

d'où Tangle BOA sera droit (48 , &V. i) , et les 
angles OAB , OBA seront égaux chacun à k 
moitié d'un angle droit (5 et 3^, £<^. i). De 
plus^ langle BAF du carré étant droit , l'angle 
AF en vaudra la moitié ; donc dans les deux 
triangles BAO^ FAO on aura un angle égal 
compris entre côtés ^ux : d'où l'on aura 
aussi OBssOF (4, U». i). On démontre de la 
même manière que 1 on a aussi OB = OT : 
doiic W cerde ABTF est cùrconscrit au carré. 
U li)<ue OM est perpendiaikire à M A (83) i 
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dotic BMA est tangente au cerde décrit avec 
le rayon OM. On démontre la ménie chose pour 
les autres côtés AF, FT, TB : donc le cercle 
décrit du centre et du rayon OM est inscrit 
au carré. 

PROBLEMES 

4 48. Circonscrire et inscrire un cercle à un 
poljrgone régulier quelconque (fig. 74). 

Solution. Soient B ^ A , M les sommets de 
trois angles de. ce .polygone régulier,, dont ce-» 
lui du milieu A soit également éloigné des 
deux autres B et M ; du point A comme centre 
et du rayon A B soit décrite la demi-circonfé-f 
renée BCDE(64); des centres A et E , et du 
rayon ME soient décrits deux arcs qui se cour 
pent en L ; du centre L et du même. rayon LA 
soit coupée la demi -circonférence BCDE en Q : 
la ligne B.Q sera le rayon du cercle circonscrit ; 
puis des sommets B et A , par exemple , de 
deux des angles du polygone comme centres et 
du rayon BQ soient décrits deux arcs qui se 
coupent en ; le point Q sera le centre de ce 
cercle^ 

Si AB est vax c6té du polygone , on le diyi^ 
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sera en deux parties égales au poiut T ( 66) ; 
OT sera le rayon du cercle inscrit que l'on dé- 
crira du même centre 0; si une autre ligne 
quelconque A 6 est un des côtés du polygone , 
on la divisera en deux parties égales au point t ^ 
etOt sera le rayon du cercle à inscrire avec le 
même centre 0. 

Démonstration. Il résulte de la démonstra-^ 
tion du n* 14 y que est le centre du cercle qui 
passe par les trois points B, A, M ; donc il est le 
centre du cercle circonscrit , puisque par les 
trois points B ^ A , M , on ne peut faire passer 
qu'un seul cercle (^5 , &V. 5). On a ensuite OT 
perpendiculaire à TA (83); d'où TA sera 
tangente au cercle décrit du centre ayec 
le rayon OT (16, /iV i). La même démon&^ 
tration s^applicpie à tous les autres côtés égaux 
à AB ; donc ce cerde est inscrit au polygone 
qui a pour côté AB. On démontre de même 
que le cercle décrit du centre et du rayon 
Ot, est inscrit au polygone qui a pour 
côté Kb. 

149* Si A B est un côté du polygone dans 
lequel on veut inscrire le cercle, il y aura 
plusieurs manières de le diviser en deux par* 
ties égales ( 66) ; nous avons donné la plus 
simple pour le carré (147) : pour le triangle 
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seul (146), le rayon du cercle inscrit est la 
moitié du rayon du cercle circonscrit; dans 
le carré seul , il est égal à la moitié du côté. 

PROBLÈME» 

(1 50). Troui^er le centres (fig, 'jS) d'un cercle 
qui passe par trois points donnés P, Q, R. 

Sohit. Des points P et Q comme centres et 
d'un rayon arbitraire soient décrits deux arcs 
qui se coupent en A et B ; des centres Q et R 
et d'un rayon arbitraire soient décrits deux arcs 
qui se coupent en C et D ; le point S où les lignes 
A B , C D se coupent (i i 2) serai le centre cherché . 

Démonstration. Voyez (aS, lio. 3). 

Dans le double problème présenté (146), Mascfaeroni 
n'a traité qu'un cas particulier de chaque question ; et 
s'il a généralisé (1^0) la première, sa solution ^ qui est 
celle d'Euclide, n'est pas fondée sur l'usage seul du com- 
pas. Cette condition est remplie dans les solutions sui- 
vantes, qui embrassent les deux problèmes avec plus de 
généralité. 

i*' Problème. Circonscrire un cercle à un triangle 
donné {Jîg- 78 bis). 

Soient A^ B, C, les trois angles du triangle : suppo- 
sons le cercle décrit ; soient OB, OC, deux rayons. Si par 
le point G on mène une tangente , les angles formés par 
cette tangente avec BC et avec CO seront égaux, l'un à 
A , l'autre à ïoo'*. Donc O CB = 100^ — A. Or il est fa- 
cile de déterminer cet angle sans le secours de la règle. 

Pour avoir l'angle OCB, de deux points m et m' situés 
à égale distance du point A , je décris avec des rayons 
éjjaux, mais plus grands que km y des arcs qui se cou-». 
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l)ent en P. Du point A et du rayon AP , je décris un arc 
qui coupe le côte AC enQ : PAQ est l'angle cherché : 
car PAQ •=: PAB A i oo* — A. Pour le porter en C, je 
décris de ce point et du même rayon AP un arc go=^Q; 
le point appartiendra au rayon GO. Si donc du point o 
et du rayon Co = AP on décrit une circonf . , elle tou- 
chera le cercle cherché. Or on sait qu'en menant par le 
point de contact de deux cercles une droite quelconque, 
les cordes interceptées par les deux circonf. sont en- 
truelles comme les rayons. On a donc CO l Co II CBl C^. 
Donc GO est une 4''"" proportionnelle aux lignes con- 
nuesGB, G/et Go. L'ayant construite (95), on décrira des 
points A et B , et avec cette ligne pour rayon , deux 
arcs : leur point d'intersection sera le centre cherché. 

a* PaoBLÈXE. Inscrire un cercle dans un triangle donné. 

On sait que les tangentes menées d'un même point à 
un cercle sont égales. Si donc on connaissait un seul des 
points de contact, ou la distance de ce point aux deux 
sommets adjacens, en décrivant des arcs de ce point et 
avec des rayons respectivement égaux aux distances trou- 
vées, les rencontres de ces arcs avec chacun des deux au- 
tres côtés du triangle , détermineraient les deux autres 
points de contact. On connaîtrait ainsi trois points du 
cercle, qui serait dès lors déterminé, (i^. le problème 
précédent.) Gherchons donc les distances d'un de ces 
points de contact aux deux sommets adjacens , c.-à-d. 
les longueurs des tangentes menées de ces sommets. Or, 
I *. la somme de ces tangentes est égale au côté sur lequel 
on les compte; 2*. la double somme des trois tangentes 
étant égale au périmètre du triangle , leur somme est- 
égale au demi-périmètre. Si de la somme des trois tan- 
gentes ou du demi-périmètre on retranche la somme de 
deux d'entr'elles ou un des côtés , on aura la troisième, 
celle qui part du sommet opposé à ce côté. Ghaque tan* 
gente est donc égale au demi-périmètre, moins le côte 
opposé à son point de départ. {Note du Traducteur,) 
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PROBLÈMES DIVERS, 



PROBLEME. 



151. Étant donnée une échelle SL , trouver 
la surface du triangle ABD et du quadrilatère 
AOCD(fîg. 76). 

Solution, Faites à BA=Ba, et à DAc=Da 
(11): portez sur TëcheUe SL les distances Aa 
et BD prises ayec le compas. Supposons, par 
exemple, que Ton trouve Aaz=ij, BD = 8; 
multipliez ces deux nombres entre eux, prenez 
le quart du produit = 14 ; ce nombre expri- 
mera la surface du triangle.ABD. 

Pour trouver la surface du quadrilatère 
ABGD, après avoir déterminé le point a 
comme ci -dessus, on fera à BC=Bc et à 
DC=:Dc; on trouvera sur Téchelle les deux 
distances Aa, Ce; soit, par exemple, Aa = 7, 
Ce =5; prenez la somme de ces deux quan- 
tités == 12 : multipliez par cette somme 
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= 12 la valeur de BD trouvée sur l'échelle 
= 8 , prenez le quart du produit = 24 , ce 
nombre exprimera la surface du quadrilatère 

ABCD. 

Démonstration. La ligne ka est double de 
la perpendiculaire qui tombe du point A sur 
la ligne BD (14); mais la surface du triangle 
ABD est égale à la moitié de la surface d'un 
parallélogramme qui aurait pour base la ligne 
BD^ et pour hauteur cette perpendiculaire 
(4i , ZiV. i) : donc elle est égale au quart du 
produit de A a par BD. De même la surface 
du triangle B CD est égale au quart du produit 
de Ce par BD : donc la surface du quadrila- 
tère ABCD est égale au quart du produit de 
la somme des deux parallèW Aa, Ce par leur 
perpendiculaire BD. 

152. Le problème précédent peut servira 
mesurer la sufface d'un espace renfermé par 
un polygone quelconque, en imaginant des 
droites qui le partagent en autant de trian- 
gles ou de quadrilatères que l'on jugera con- 
venable. On pourrait proposer encore d'autres 
manières de la réduire en trapèzes ; mais on 
peut facilement les déduire de la méthode avec 
laquelle on a résolu ce problème. 
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PROBLEME. 



i 55* Étant donnés (fig. 77) les plans trian^ 
gulaires qui comprennent une pjrramidé té- 
traèdre ^ troui^er sur sa base le point oà tombe 
la perpendiculaire abaissée du sommet ^ et 
trousser sa hauteur. 

Solution. Soit le triangle ABC la base de 
cette pyramide tétraèdre, et soient AEC, BDC 
AFB les plans triangulaires qui vont se réunir 
à soti sommet; du centre C et du rayon CD 
î= CE soit décrit un arc qui passe par les points 
e et d; du Centre B et du rayon BD soit dé^ 
crit un arc qui coupe le premier en ^; du 
centre A et du rayon AE soit décrit un arc qui 
coupe le rayon en e ; soit trouvé le point P où 
se coupent les deux droites Hdf Ee (1 12) ; ce 
point sera celui où tombe la perpendiculaire 
abaissée du sommet de la pyramide. 

Sait divisée par moitié la droite CE au point 
m (66) ; du centre m et du rayon mC soit dét- 
ente la demi-circonférence C/?E; soit fait à CP 
== C/? ; la ligne E/> sera la hauteur de la py- 
ramide. 



V 
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Démonstration. Si dans la pyramide S ABC 
qui a pour base le triangle A B C et pour sommet 
le point S , on mène dans le triangle SCB la 
droite S/ perpendiculaire à CB, et si l'on 
élève du point J" pris dans le plan de la base 
ACB la perpendiculaire J^d^ elle contiendra le 
point P ^ où tombe du sommet la perpendicu- 
laire SP (i I , lisf. Il); de même ^ si du point S 
dans le plan SAC^ on mène à AC la perpen- 
diculaire S £ 9 et si du [)oint € dans le plan de 
la base AG B , on mène à la même droite AC la 

» 

perpendiculaire te^ elle contiendra le point? : 
donc ce pointsera l'intersection des deux droites 
^d^ €€. Mais dans la fîg. jj, où les points D et E 
représentent le point S de la fig. 78, D^est par* 
pendiculaire à BC en un point «T ( 1 4) ; de même 
aussi E e est perpendiculaire à A C en un point e : 
donc le point P est le point cherché. 

De plus 9 les deux triangles CPS (^. 78)1 
CpE (fig^ 77) p étant rectangles en T et p, le 
premier par supposition et le second par la 3i* 
pn>p% du IhK 5» et es étant la même ligne que 
CB^onaCPssCp^ On aurm encore PS =/?£; 

(CS)*— (CP)*=(PS)"; 
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fCE)--(C;,)- = (pE)-. 
Mais 

(CS)'-(CP)-=(CE)--(C;,)-; 

donc 

d'où 

PS=/>E: 

donc /)E est la hantenr de la pyramide. 

i 54. Jusqu'ici toutes les démonstratîons'que 
nous avons donn^ étaient fondées sur lea 
élémens d'Euclide. Maïs comme nous ne pour- 
rions pas toujours suivre la même marche sans 
être trop prolixes, nous emploierons quelques 
équations qui sont démontrées dans tous les 
traités de Trigonométrie plane. 

1 55> Si , dans un cercle décrit avec un rayon 
^al à l'unité , on appelle x et _/ deux arcs 
(jaelconques , on aura 

sin (j: H-^) = sin x cosj- + sin^ ces x , 
sin (jT — j) = sin j: cos ;>' — sin^ cos a: , 
co» {x H-/) = cos X cos/ — sin j: sin ;- , 
cos (x — j) = cos X COSJ- 4- sin x sin^. 

1 56. Si dans la troisième équation l'on fait 
x^j', on aura 

cos 3:r =: (cos Jc)' — (sin jc)' ; 
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et comme (co8ar)»-f-(sînx)' = i ^ d'où Ton tire 
(cos^)* = I — (sînar)», on aura 

cos^o: ss I — 2 (smxY ; 
d'où 

(smjr:)* 
et 



smor = ^{^ ^ } 



157. Si Ton ajoute les deux premières équa- 
tions (1&5), on aura 

sin (x +f) + sin {x —7) = asinor cos;- ; 
d'où 

sin (x + y) + sin ( a? — ^j') 

smarcos7= — -^^ ^^—^ ^* 

Si l'on fait (x +7) =/> , (^— j) = 7, on 
aura 

2X=^p + q, 2jr=:p — q; 

d'où 
sin/? + sin ç = 2 sin T^-^) • cos (^-^)* 

1 58. Si l'on ajoute les deux dernières équa- 
tions (4 55) , on aura 

cos (x+jr) + cos(j — y) ^ 
COSJCCOS7 = ^^ =^ : 
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d'où 

cosp + co&q = a co9 (^ — ^j.cos r' ~ M . 

1 59* Si Ton retranche la 3^ des mêmes équa- 
tions de la 4' 9 on aura 

co« (s ^>^y) -^ cos (x 4- y) 

sm ûc sm/ = — ^^ ^ ^: — z_£Li . 

d'où 

cos^ — cosp =ss a sîn (^ 'j • siu (^-— ^ }• 

4 60- A causede 1 ecjuation 2 sin a:=icorde 2 x, 
on aura (1 56) 

# I /i — cos2a; 
CO/tfe 2X:=2Y i 

et si Vqu suppose 2X ^^ Xf ou, aura 
corde X = a 1/ ~^ — = v/(2 — acos Jtr). 

Si Ton appelle k la corde d'un arc, c le 
cosinus , ^ le sinus , A la corde du complet 
ment, on aura 

A:* £= 2 — 3C et ^* = 2 — 2S. 

La première de ces deux équations donne 

c = I A:* : et comme on a 

*=v/(t-c-):^v/(**-i*0=V(»-i*')' 
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on aura 



PROBLÈME. 

164* Dans un triangle équilatéral ABC 
(fig. 79), inscrire un carré ebcd (fig. 124)- 

/* Solution. Si Ton veut se servir des côtés 
donn& du triangle , soit décrit du centre A et 
avec le rayon AB^ le demi-cercle BCDE (64). 

Du centre E et avec le rayon E C soit décrit 
un arc qui coupe le côté donné AB en 6; da 
centre A et avec le rayon B6 soit décrit un 
arc qui coupe le même côté en e; des cen*^ 
très e et 6 et avec le rayon eb soient dé- 
crits deux arcs qui coupent les côtés AC en é/, 
et CB en c; ebcd sera le carré cherché. 
. Démonstration. Faisant pourabréger AB=t, 
on aura 

E6 = EC = BD = ï/5 (2); 
d'où 

Bi=BE— .E*=:a — ï/5 = Ae; 

d'où l'on tire 

bezssAB — 2Ae=s2 ^/S — 3 
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donc on aura 

Bb : bc :: (2—1/5) ; (2— ys). v/3 :: i : v/3. 

Mais si Ton suppose que Â B soit coupée au 
milieu en T par la perpendiculaire C T , on 
aura aussi 

BT:TC :: ^:^ v/5 (104); 

c'est-à-dire 

ET: TC :: i : ï/3 : 

donc b c est parallèle à T C (2 , &V. 6) , et par 
conséquent perpendiculaire à Â!Et (27^ &V. i). 
On démontrerait la même chose pour la droite 
de : donc ebcdestXe carré inscrit. 

//' Solution. Si Ton ne voulait pas se servir 
de l'intersection des côtés donnés du triangle 
Â B C ^ mais qu'étant donnés seulement les 
trois points A ^ B et G ^ sommets des angles du 
triangle y on dut trouver les quatre points by c, 
dj e du carré à inscrire ; du centre E , comme 
dans la solution précédente ^ et avec le rayon 
ECy soit décrit un arc qui passe par b^Ceta; 
du centre B et avec le même rayon soit décrit 
un arc qui coupe en a celui qu'on vient de 
tracer; du centre a et avec le rayon AB soit 

i3 
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coupée la demi-circonférence BCDE en H, 
et soit fait dans cette circonférence à H fl = H I 
= IK; du centre D et avec le rayon aK soit 
décrit un arc qm passe par b , le point b sera 
déterminé; du centre A et du rayon Bb soit 
décrit un arc qui passe par le point e ; du cen- 
tre C et du rayon C b soit décrit un autre arc 
qui coupe le dernier eue; des centres e et C et 
du rayon be soient décrits deux arcs qui se 
coupent en d; des centres 6 et C avec le même 
rayon be soient décrits deux arcs qui se cou- 
pent en c; bcde sera le carré cherché. 

Ou bien en employant le cercle BCDEcT^ 
et faisant à AtBssEeT; des centres D et eT et 
avec le rayon aK déterminé plus haut soient 
décrits deux arcs qui se coupent en ô j le reste 
se fait comme ci-dessuSé 

Démonstration* Le point K sera ici déter- 
miné^ comme dans la fig. 9 (52), parle moyen 
du même point a ; ainsi Tare BK sera un vingt- 
quatrième de la circonférence. On a ensuite, 
danslafig. 9^ BK==BA:=s:EM; sil'on com- 
pare les pointsd^ K, B, k^ kj M avec les points 
Q^ Ay R^ S^ /7y B de la fig. 4^ ^^ tirera pouf^ 
là fig. 9 de l'aquation 

(AQ)-=(RQ)*-AS./iQ (20), 
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celle-ci , 

Or KA: est la corde d'un douzième de la cir- 
conférence. Pour trouver sa valeur , en sup- 
posant pour abréger ÂB = i ^ on a le sinus 

deBN==:RX:=AXC;%. i2)«i,etledouble 

de son cosinus , c'est-à-dire 2NX = NO = BD 
= V/5 : d'où substituant Kk pour x et \/5 pour 
^cosjc, dans l'équation (459), 

corde x =t y^(a — 3C0s.r) , 

on aura la droite 

<J'oà 

(aK)- = 5-(y^?-^i).,/:.(27) 
= 5 — (v/5 — i)=t4— 1/3. 

Maîntenant, si des centres D et «T et avec le 
rayon aK on décrit deux arcs qui se coupent 
en ft , le point b sera sur la droite B E (1 5 ), qui 
divisera en deux parties égales à angles droits 
la ligne DcT au point R (14), en faisant RD 

= - j/5 (104) : donc, puisque (47, &V. i) 

(D6)«=(DR)«4-(*R)*, 

i3.. 
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on aura 

(6R)«=(Dft)',-(DR)'=4-»/5-|=ii^; 
et de là 

ÔR= V/5— i,etiE= {/5. 

Donc par la démonstration de la solution , le 
point b est une des extrémités du carré : on le 
trouvera de même avec les centres D et E , et 
avec les deux rayoos àK et BD, comme dans 
la première partie de la ir solution; puis 
les deux triangles GAe^ CBb ayant tous leurs 
oôtés respectivement égaux , on aura Tangle 
CB* = CAê (8, &V. I ) = CBA; d'où le 
point € sera sur la ligne BA^ et sera une 
autre extrémité du carré. Enfin , ' comme , 
dans cette seconde solution^ les droites G 6, Ce 
sont les mêmes de grandeur et de position que 
dans la première solution, et qu'on a aussi 
dans la première solution Cd=zed, Cc:=:bc 
à cause du triangle équilatéral Ccdet de la 
ligne c^f parallèle à AB {2, Usf. 6), les points 
d et c seront déterminés dans cette seconde so- 
lution comme dans la première. 
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PROBtiME. 

i 62. Inscrire dans le carré A BL F (fig, 80) 
un triangle éqidlatéral ^ qui a un. an^le B à 
Tun des angles du carré. 

/" Solution. Du centre A et du rayon AB 
soit décrite la demi-circonférence BFE^ en 
faisant à FB=FE; soit fait aussi a BE = BQ 
= EQ : si l'on veut se servir des sections 
des côtés donnés du carré ; du centre F et du 
rayon FQ soit décrit un arc qui coupe deux 
côtés du carré aux points M et N ^ les points B , 
M , N seront les sommets des angles du triangle 
cherché. 

Démonstration^ L'angle QAB étant droit 
(85) y on aura 

(BQ)' = (AB)' + (AQ)« (47, H^- 0; 

et. faisant pour abréger AB = i , on aura 

4=i+(AQ)*; 

d'où 

AQ = 1/5; FQ = AQ — AF 

— l/5— i=:FM = FN,- 

d'où 

(FM)» = (FN)* = 4— 2^/3;. 



ig8 géomAtais du compas. 

et par oonseqaent ^ 

(MN)*=:(FM)* + (FN)*=8 — 4i/5; 

ensuite^ comme on a 

LM=LF— FM = i— (ï/5— i>=s2— 1/3, 

on aura 

(LM)'=7— 4j/5| 
doit 

(BM)*=(BL)*+(LM)*=8— 4i/5 = (MN)\ 
On démontre de même que (BN)*=(MN)' ; donc 

BM = MN = BN. 

//' Solution. Si l'on ne suppose données que 
les quatre extrémités A , B , L , F du carré , 
après avoir trouvé comme dans la première 
solution le point Q, soit décrite du centre 
F et avec le rayon FQ la circonférence 
QRSNM; puis faisant à FQ = QR=:RS 
= SN, du centre B et avec le rayon BN soit 
coupée cette circonférence au point M; les 
points By Ny M seront les sommets des angles 
du triangle cherché. 

DémonstrtUion^ L'arc QRSN est la moitié 
de la ciroonférence (i5, Iw. 4) * dpnc le point N 
est sur la droite QFA, et est aussi éloigi^ 
de F que dans la première solution ; donc il est 
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le même. I^e poîot M sa tranve amsi dans la 
première solution , comme dans la secondis , 
à rintereectàcm des deux arcs décrits des cen- 
tres F et M et avec des rayons égaux à FQ 
et à BN : donc il est le même , donc , etc. 



1 65. Dans un triangle équikUéral dont les 
sommets p , q , R sont donnés , inscrire un 
hexag<me régulier. 

Solution. Divisez la distance QR (Jîg. 8i) 
en trois parties égales aux points c eid{ 68) ; 
des centres cetdet dn rayon cd décrivez deux 
arcs qui se coupent en A ; du même rayon et 
du point A pris pour centre décrive* un cercle j 
faites- snr te circonférence à de ^^ cfi=rBC 
3=CD=îDEîlespoiBlsB, C, D,E,e/, e se- 
ront les sommets de l'hexagone inscrit. 

Démonstratmn. Le triaugle BcQ a ses c6tâs 
Bc et Qc égaux aux côtés kd et cd du triadgle 
Arfc; de jdus> l'angle compris entre ces côtés 
est ^ftl dans chaque triangle à cause du paral- 
lâisme des llgriesBc et A^(a7 , Uv. i) : donc 
ces deux trian^bes sont égaux (4» H^- ')* et 
l'angle cQB = de Pi. = cQF ; donc le point B 
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est sur la droite PQ. On démontre de la même 
manière que les autres points C^ D , E sont sur 
les côtes da triangle proposé : donc , etc. 

PROBLÈME. 

164. Dans un carré donné ABLF^ ins-^ 
crire un octogone régulier. 

I" Solution. Si Ton veut se servir des inter- 
sections des côtés du carré donné, du point A 
pris pour centre (j%. 82) et du rayon AB dé- 
crivez la demi-circonférence BCDE, en faisant 
à AB = BC = CD=: DE; faites à BF=BQ; 
à EA = EQf du rayon AQ et du centre A 
déterminez les points b et g; puis du même 
rayon et des centres B , L et F , coupez les 
côtés aux points a^ d, c,J\ e, h; ces points 
seront les sommets de l'octogone abcdefgh. 

II* Solution. Ayant déterminé le point Q 
comme dans la première solution , du rayon 
AQ et des points A et B pris pour centre dé- 
crivez deux arcs qui se coupent en 0; avec 
le même rayon et du centre A déterminez 
le point b sur le côté AB; du point pris 
pour centre et du rayon Ob décrivez un 
cercle qui coupe les côtés du carré dans les 
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autres points c ^ d, e,fy g, h, a; ces points 
seront les sommets de Toctc^one. 

IIP Solution* En supposant que les côtés 
du carré ne soient pas donnés ^ mais que l'on 
connût seulement les quatre sommets A , B , 
L ^ F^ on déterminera le point Q comme dans 
la première solution; on fera à EC = EM , 
à BF = BM : du rayon AM et du centre A 
décrivez un arc qui passe par les points c etd; 
du même rayon et du centre B décrivez un arc 
qui passe par les points/' et g ; du même rayon 
et du centre L décrivez un arc qui passe par 
les points A et a ; du même rayon et du centre F 
décrivez un arc qui passe par les points betc; 
du rayon AQ et des centres A, B, L, F, 
coupez ces arcs aux points b, gfd,a,c ^f, ^fh; 
ces points seront les sommets de l'octogone. * 

Démonstration. Supposons^ pour plus de 
simplicité y AB=: i : on aura 

^t au moyen de Téquation (Bc?)* = (AQ)* 

I 
=5 -, on aura 

(A//)*=(AM)»=5=i+i=(AB)»+(Bû?)- : 

donc l'angle AB^ sera droit (48, /i>. 1), et par 



^ 
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oonflëquent le point d sera sur la droite BL. 
On démontrera de la même manière que tons 
les autres points sont sur les côtes du carré 
proposé; on aura de plus 

Lrf= BI^ — Brf= I — 5 i/a = Le, 
et 

(rfe)* = (L£f)* + (Le)' (47, Uv. i) = 2(Lrf)S- 

d\>ù Ton tire 

de = hd. ^7l = v^2 — I . 

on a 



crf=BL — Lrf— Bc = BL — aLrf 

= 1 — 2 + V^a = y^2 — I : 
donc 

cd-m de. 

On démontrera de la même manière que tous 
les côtés de Toctogone sont égaux entre eux. 
De plus, les triangles Xàde^ Bbc , kah^ F/g 
étant égaux en tout , leurs angles aux points 
a, b, c, d, e^ff g, h seront égaux : donc 
leurs supplémens, c'est-à-dire les angles de 
l'octogone, seront aussi égaux (t3, &V. i). 
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PROBLÈME. 

165. Étant dorme un octogone régulier 

ABhgfFGH , troui^er facilement ( fig. 66) ^ 

1®. fe côté dun octogone régulier dont la sur^ 

face soit double '^ 2*. le côté dun octogone 

dont la surface soit triple. 

Solution. Avec le c6të AB de Foctogoiie 
donnée pris pour rayon ^ des points F et H 
comme centres soient décrits deux arcs qui se 
coupent en a. 

I®. af on a A sera le côté de l'octogone 
double. 

a^. AB ou a g sera le coté de Toctogone 
triple» 

Démonstration. Si l'on suppose AB =s i ^ 
on aura 

^A = fl/=v/3(159);aB = ag=v/3(3); 

mais les surfaces des figures semblables . sont 
entre elles comme les carrés des côtés homo- 
logues (:io y Usf. 6) s donc aK sera le côté d'un 
octogone double et AB celui d'un triple. 
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PROBLÈME. 

1 66*. Dans un cercle dun rayon AB (fig. 85), 
inscrire trois cercles qui le touchent et se tou'- 
chent entre eux. 

Solution. Dans la circonférence du cercle 
donné soit fait a AB ^ BC = CD =: DE 
sszEd=idc ; du centre B et du rayon BD 
soit décrit un arc qui passe par les points a, p 
et a; du centre £ et du même rayon BD soit 
coupé cet arc en a et a; avec le même rayon, 
des centres C et ^ , soient décrits deux arcs qui 
se coupent en V , et des centres D et ^ deux 
autres arcs qui se coupent en p ; des centres V 
et if et avec le même rayon soient décrits 
deux arcs qui passent par m et n; des. centres 
a et ot et du rayon AB soit coupée la circon- 
férence du cercle donné en G, H, et en g, A; 
soit fait dans cette circonférence au même 
rayon AB= GL = HI = gZ=:À{ ; soit fait 
àAû=BF; àIL = LY=IY = Zj = i>; 
à Yj- = ¥m =: ¥n; à Dn = Dp : du cen- 
tre A et du rayon mn soit décrit le cercle 
PSRXQT , sur la circonférence duquel , 
prenant un point arbitraire P, on fasse à P A 
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= PS = SR = RX = XQ = QT, enfin, des 

centres P, Q, R et du ravon pn soient décrits 

trois cercles; ils seront tangens au cercle donné, 

et tangens entre eux. 

Démonstration. La droite IL étant corde 

d'un douzième de la circonférence ( 52) , on 

aura ^ 

IL = 1/(2 -1/5) (160); 

et comme on a (47, &V. 1 ; 3i, Iw. 5) 

le carré du diamètre (L /)' = (IL)* -f- (I0*> 

on aura 

4=3— v/5 4-(iO'; 

d'où 

(I0' = 3H-i/3, et Ii=V(2H- V/3). 
Oa aura ensuite (20) 

(aI)* = (aB)»— Iï.Aa=3— ^/(4+a»/5) 
=5 5 _ ( 1 + ^5) = 2 — |/5 ; 

d'où 

oI = IL=: 1/(2—^/3). 

On aura par les mêmes raisons 

aL = Ll; 
d'où alYL sera. un rhombe, et l'on aura (1 39) 

(«Y)'=:.4(al)*-(1L)«=3(IL)«; 
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mais les points I et L étant également éloi- 
gnés du point A, les trois points a, Y, A 
seront dans la même droite (13); d'où 

AY = Aa — aY = |/2 — |/(6 — 3|/5) 

=^-(V~v/D=v/l-v/î 

= IL. 

La même démonstration s'applique à la ligne 
Ajr; ensuite le point j^ étant sur la ligne a a,, 
c'est-à-dire sur â A (1 3) , on aura Yjr = :2 A Y : 
or les points V^ B, A^ E^ (^ sont dans la même 
droite (13)* Si l'on suppose pour un moment 
que les points m, n soient dans la même 
droite, on aura 

En effet , si l'on compare les points C, Cf\ , 
B, A, E avec les points A, B, Q, T,p, q de 
la fig. 3 , on aura dans cette fig. 85 

VB = AE (14); 

d'où 

AV=:aetVm=^V/5. 

On démontrera de même qu'on a A 71=2 — 1/5; 
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d'où l'on aura 

(Fw)* = (Am)* + (AF)* (47, &V. i) 

= 7—41/5+1=4(3 — |/5)j 
d'où 

Fm = :îl/(2— y5) = :îAY: 
de plus on a f par la construction de la figure ^ 

¥n — 2^/(2— 1/5); 

donc le point m sera dans la droite VA. On 
démontrera la même chose pour le point n : 
donc , puisque Am an 2 — v/3 , on aura 



mn sa 4-^^1/5; 



puis les triangles B/7D, çnH ayant les côtés 
égaux entre eux , on aura l'angle Dçn=: DBp 
[8, tw. i). Mais l'angle Df^n, qui est le même 
que l'angle Df^B, étant égal à Tangle DBV 
(5, Iw. i), on aura l'angle DB/?= DBi^ : 
donc le point p est dans la droite A E ; on a 
ensuite D 72= D/i. On démontre de même que 
dn = dp : donc comparant les points D, d, 
A, n, p, E de la fig, 83, avec les points A, B, 
Q, P, /?, ^ de la fig. S, on trouvera (Jig. 83) 

d'où 

pns=:AE'^2Anàsii — 4-f-2|/322=2i/5 — 5, 
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De pins, le triangle éqnilatéral PQR étant 
semblable au triangle équilatéral BBd, et 
par conséquent aussi le triangle ÂBD sem- 
blable au triangle APR (20, Uv. 6) , on aura 

AB:BD:: AP:PR; 

c*est-4i-dire 

I : V5 :: 4 — 2»/5 : PR; 

d'où Ton tire 

PR = 4v/5 — 6 = 2p», 

Donc la ligne PR étant coupée par moitié au 
point p y le point p se trouvera également 
sur les deux circonférences des cercles dé- 
crits des centres P et R , et sera le point de 
contact (1:2, Iw. 5); qu'on ajoute ensuite à 
la droite AR = mn = 4 — 2 v^3 , le rayon du 
cercle décrit du centre R, ou bien la droite 
Rr=: npz=z 2V/5 — 5, on aura 

Ar=4 — 5=i=AB. 

Donc le point r sera également sur les deux 
circonférences , et le cercle décrit du centre ' 
R touchera intérieurement le cercle donné 
(11, ZiV. 3). On démontrera la même chose 
pour les autres cercles ; donc , etc. 
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Ce problème se trouve élégamment résolu 
avec la règle et le compas par Thomas Simpson^ 
dans son ouvrage Select Exercises^ etc. , Geo- 
metrical Problems ^ problème 1 3 . On voit cp^oxL 
peut y par notre construction y résoudre ce 
problème par la règle et le compas plus briè» 
vement encore que ne le fait Simpson, en me- 
nant la droite Y ap , et après y avoir pris à AB 
= BV = Ep, en faisant à BD = Vm = làp 
=:vm; puis en décrivant du centre A et du 
rayon mn le cercle FQR, et faisant tout le 
reste de la construction comme dans la solu- 
tion précédente. 

PROBLÈME. 

i&7. Du centre A (fig. 85), décrire un 
cercle qui touche extérieurement les trois cer^ 
des inscrits par le problème précédent (j 66) 
à un cercle donné. 

Solution. Cherchez une troisième propor- 
tionnelle aux deux droites AB, A m (86); avec 
cette ligne prise pour rayon et du centre A soit 
décrit un cercle ; ce sera le cercle cherché. 

Démonstration. AB étant = i , et Atw 
= 2 — V^5, on aura la troisième propor- 
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tkmnelless 7 — 4\^^»^^ maintenant du rayon 
ArsEE 1 , on soustrdt le diamètre 9 r du cercle 
décrit du centre R ^ c'est-à-dire si l'on sous- 
trait ^np^=s4v^^''^&f on aura précisément 
7 «-« 4l/^ * donc nn cercle décrit du centre Â 
et avec cette troisième proportionnelle pour 
rayoQi^ sera tangent au poîat f à ce ce^le 
inscrit {i2f /iV» 3) /et aux deux aujbres cercleu^» 

i6l&. Inscrire dans un cercle cTun rayon 
donné AB (fig. 84), quatre cercles qui lui 
soient tangens et qui soient tangens entre eux. 

Solution. Soit fait dans la circonférence du 
cercle donné, à AB=BC = CD = DE, à 
BD = Bfl=Ea, à Aa= BF=B/^ à AB 
— FN = FO , et à BD = NP = aP ; du 
centre A et du rayon aT soit décrit le cercle 
QRST; puis, prenant un point arbitraire Q 
sur la circonférence , soit fait à BQ = FR 
= ES ==/T j enfin des centres Q, R, S, T 
et du rayon a¥ soient décrits quatre cercles: 
ils seront les cercles demandés. 

Démonstration. Comme on a (27) 

BF = FE = E/=/B^ 



LIVRE ONZIÈME. ^ 211 

oa aura aussi (95) 

doBC Faiigle TAQ ser» droit; deac 

(TQ)- = (AT)*4-(AQ)- = :i(AT)V 

Pais ayant fait AB= i, on aura aussi (165) 
FP = I ; d'où AP = 2. On aura encore (27) 
Aa=v/^jd'oùaPc=±2 — \/2;a¥= \/2 — i j 
d'où l'on tire 

2(AT)* = 2(aVy =±r (TQ)* =î=î 2(2 — \/2y 

et 

TQ=r(2— 1/2)1/2:^^21/3 — 3=2(l/2-*i) 
= 2rtF; 

donc la distance des deux centres T et Q est 
égale à la somme des rayons des deuj^ cercles 
décrits de ces points comme centres , donc ils 
sont tang^ns en p an milieu de TQ, On prou- 
verait la même chose pour deux autres quel- 
conques. Soit ensuite r le point où la ligne 
A r prolongée coupe le cercle décrit du centeç R; 
on aura 

Ars±=AR + Rr:î;srtP4-^=^PF=i=i±i:AB: 

donc le point r sera sur la circonférence du 

i4** 
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cercle donné.; d'où Ton voit que la ligne Ar 
passant par les deux centres A et R , sera per- 
pendiculaire à la tangente qui les touche tous 
deux au point r : donc ils seront tangens 
entre eux (i 3 et 16, Iw. 5); la même démons- 
tration s'applique aux autres cercles. 



PROBLEME. 



169. Du centre A (fîg. 84 )^ décrire m 
cercle qui touche les quatre que Fort vieiU 
d inscrire (168) dans un cercle donné. 

Solution. Cherchez une troisième propor»- 
tionnelle aux deux droites FP , Fa (86) ; avec 
cette ligne prise pour rayon et du centre A soit 
décrit un cercle , il sera le cercle cherché. 

Démonstration. PF étant égal à i , et Fû 
-— ^/2 — I , on aura la troisième proportion- 
nelle = 5 — 2 v/2 : or soit q le point où le 
rayon A r coupe le cercle décrit du centre R ; 
qr en sera le diamètre = 2 aF = 21/2 — 2j 
soustrayant de i =Ar cette valeur, on aura 
Aç = 3 — 24/2= cette troisième propoîr- 
tionnelle : donc le Doint q sera dans les deux 
circonférences; mais il se trouve dans la droite 
ARj donc la perpendiculaire à cette droite 
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sera tangente en q aux deux cercles , lesquels 
se toucheront au point j (i5 et i6, liv. 5). 
On démontrera la même chose pour les autres 
cercles, 

PROBLÈME. 

170. TVou^er (fig. 85) un arc de cercle 
dont le cosinus égale la corde. 

Solution. D'un rayon AJB qu'on fait=: i soit 
décrit l'arc BCDE, et soit fait à AB = BÇ 
= CD = DE = DP = CP ; soit feit ensuite à 
BD = Ba = Ea, etàAa = BF,- ducentreB 
et du rayon F F soit décrit un arc qui coupe 
l'arc BC en Q; l'arc BQ sera celui que l'on 
cherche. 

Démonstration.. Les points Ay F^ a^ F sont 
dans la même droite (1 5) ; puis les points B ^ 
A , D ^ P étant tous éloignés du point C de la 
distance CB , sont dans la circonférence d'un 
cercle qu'on décrirait du centre C et dii rayon 
CB : comme on a de plus à CB=BA=:AD 
= DF, BCP sera le diamètre de 'ce cercle 
(i5 , Uv. 6) , et l'oa aura P A r= |/5 (2) ; d'où 



\ 



PF=^5— i=BQ. 

iSi maintenant Ton abaisse sur AB la perpen- 
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diculaire QR^ on aura (i3^ £p. a) 
(BQ)*=(AO)- + (AQ)*— aAB.AR; 

c'est-à-dire 

(»/5— i)- = 4 — 3ii/5 = 2— 3AR; 

d'où 

ainsi qu'on s'était propose de le faire. Ces der- 
niers problèmes sont d'Ozanam , qm les a ré- 
solus arec la règle et le compas. 

PROBLÈME. 

171. Étant dormes les axes BE , MN 
(fig. 86) d'une hélice^ décrire autour deux 
un ovale composé de cercles qui soient tan^ 
gens entre eux. 

Solution. Du centre A où les axes se cou- 
pent et du rayon AB qui est la moitié du plus 
grand axe , soit décrite la demi-circonférence 
BDE , et soit fait à ËA z= ED ; du centre B 
et du rajon BD soit coupé Taxe BE en d; 
du centre A et du rayon A M soit coupé le 
demi-axe AE en m; du même centre A et du 
rayon A é/ soit décrit l'arc de , et soit fait à 
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Em = de; des ceatres d et e el d'un rayon 
pris arbitrairement ^ soit coupé l'arc BDE en J^ 
€t € ; du centre A et du rayon ^ é ^oit €«hi^ 
l'axe BE en P et <^ ; des centres P et Q et du 
rayon PB = QE 3oient décrits les arcs FB^'^ 
GEg, et soit fait à PB = BF = B/= EG 
Eg; soit £iit ensuite 4 P<^ zs«: PR «s Pr 
QR=c:Qr; puistlucenXvieRetduvajonllF 
soit décrit l'arc F G qm passera par M; en&t 
du centre r et du rayon R F =: ry soit^ décrit 
Tare /g (}ui passera par N ^ et toute la cons- 
truction sera faite. 

Démonstration. Les tria^^s BFP^ PQR 
étant é({uilatéraux , les angles BPF » QPR 
seront égaux (8 , ftV. i) ; et les deux lignes 
FP^ PR formeromt une seule droite ^ parce 
que les deux angles FP A + APR sont égaux 
aux deux angles FPA-f- APN ( 1 5 et i4, /iV. i) : 
donc les deux arcs BF , FG seront tangens Tun 
à l'autre enF (i5, ZiV. 5). La même démonstra*" 
tion s'applique aux points de contact y, G, g. 

Soit fait ensuite pour abréger AB ;=;: i , on 

aura 

BD=!:i/5(S) = Bt^; 
d'où 

Ad=\/5 — i: 
et comme on a (95) 
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A.d: de :: AcT : S'e, 

on aura encore en multipliant les deux termes 
du premier rapport par i/3+i (4^ ^^* ^)^ 



Arf(|/5 + i) : é/e (j/5-f-i) :: AcT : ^; 




puis substituant les valeurs numériques de Ad 
et Al S" p et exécutant la multiplication dans le 
premier terme , on aura 

2 : c?e(v/5+ i) :: I : J^g; 
d'où 

3<^£ = 2AP = rfe(i/5+ i) = PQ = PR. 
De plus, PRQr étant un rhombe, on aura ({ 39) 

(Rr)» = 4(PR)« — (PQ)« = 5(PR)«j 

d'où 

Rr=PR.ï/R = </c(5+|/5); 
et 

RA=irfe(54-»/3). 

On a ensuite 

AM=Am=AE— EmsAE— <;e=: i —de; 

d'où 

RA+AMssi 4--<^e(i 4- t/5); 



J 
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OU bien • 

et comme on a 

PF = PB=i— AP = i— iPR, 
on aura 

PF+PR=i+iPR, c'esaHiire,FR=RM. 

Donc Tare F G passera par M : on ferait voir de 
même que l'arc /g* passe par n; donc , etc. 

PROBLÈME. 

i 7% Décrire ( figure 87 ) une spirale 
BLEMFNGPH, composée de plusieurs arcs 
de cercle. 

Solution. Soit BE = B F la distance qu'on 
veut donner aux révolutions de cette spirale ; 
après avoir divise BE en deux parties égales 
au point A (66)^ de ce point comme centre 
et d'un rayon AB soit décrite la demi-cir- 
conférence BLE (64); du centre B et du 
rayon BE soit décrite la demi-circonférence 
EMF; soit encore décrite du centre A et avec 
le rayon AF la demi-circonférence F N G ; soit 
encore décrite du centre B et avec le rayon 
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BG la demi-circonférence GPH; on poarraii 
ainsi continuer cette spirale à l'infini. 

On pourra de la même manière doubler cette 
spirale ; en décrivant des centres Â et B alter- 
nat! v^ement les demî-ctrconférences ble, emf, 
Jng, gph, etc. , après ^voir pris le point b k 
une distance arbitraire de B sur la ligne AB (73)* 

Ce problème n'a pas besoin de démonstra- 
tion. 

PROBLÈME. . 

175. Trouver s/x/n et v/|/5. 

Solution. Arec le rayon AB= i et du centre 
A décrivez (^g> 88) la demi-circonférence 
B CDE, en faisant k AB = BC = CD z= DE; 
puis faites à BD = Ba = £a, à Aa:=BP, 
à AB :;= £P ; marquez sur la demi-circonfé- 
rence les points H y I^ K^ en faisant à la même 
ligne AB = aH = HI = ÏK. 

Des centres E et H et du rayon AP soient dé- 
crits deux arcs qui se coupent en L et M; 

on aura LM = \/ l/a. 

Des centres a et K avec le rayon AB soient 
décrits deux arcs qui se coupent en Q et R; 
on aura QR = \/v^5. 
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Dénonstmiion. EL H M étant un rhonabe ^ 
on aura (i 39) > 

(LM)- = 4(LH)*— (HE)* = 4(A ?)• — (AE)\ 

Mais^ 

(AP)*=i(14)4), (HE)-=2— 1/2(50 «t 5Ô) : 

> 

donc 

(LM)'=i/a; 
d'où ï(m lire 

LM= Vl/a. 

aQKR étant aussi un rhombe^ on aura égale- 
ment 

„. (QR)-=4(aQ)--(«K)-. 

Mais 

(AQ)- = (AB)-«= i ; {aKy=4^ »/5(460) : 

donc 

(QR)- = 1/5; 
d'où l'on tire 

QR=z=v/|/5- 

1 74* On pourrait ^ par de semblables arti-^ 
fices^ obtenir les racines quatrièmes des autres , 
nombres entiers, sans employer la méthode 
de trouver les moyennes proportionnelles (99). 
Four avoir v/1/2 par cette méthode, on au*- 
rait eu à trouver une moyenne proportionnelle 

entre 1 et y 2, ou entre - et 2y2f ou entre 



1 
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deux autres quantités qui , multipliées l'une par 
l'autre^ fussent égales à y^2. Mais cette marche 
serait beaucoup plus compliquée. 

En cultivant cette Géométrie du compas^ on 
en retirera de très grands avantages. J'ai sur 
cette matière d^autres recherches toutes prêtes 
qui pourront trouver place dans un ouvrage 
plus étendu que celui-ci. Voici une applica- 
tion du problème précédent , relative à la py- 
ramide tétraèdre régulière. 

PROBLÈME. 

I75. Étant donné le côté AB et une pyra- 
mide tétraèdre régulière S ABC (fig. 89), 
trousser ^ i"". sa hauteur; a®, le côté dun carré 
qui hd soit égal en surface; 5°. le côté du carré 
sur lequel il faudrait construire une pjra- 
ndde qui eût pour hauteur 'le côté de celle 
proposée^ pour qu^elle lui fût égale en soli' 
dite; 4'. le côté du carré sur lequel il fau- 
drait construire une pyramide de hauteur 
égale à celle de la pjrrojnide proposée, pour 
qu'elle lui fût aussi égale en solidité; 5®. U 
rayon dune sphère circonscrite. 

Solution. La figure 88 étant construite avec 
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Ja rayon ÂB , comme dans le problème 173 , 
du. centre B et du rayon ha soit décrit l'arc 
aN , et soit fait à Xa = EN ; des centres Â et E 
avec le rayon AN soient décrite deux arcs qui 
se coupent enn; du même rayon ^A coupez 
la demi-circonférence BCDE au point S. Enfin 
divisez en deux parties égales LM au point 
m ( 66) f ainsi que QR enq. i **• BS sera la hau- 
teur de la pyramide; a*. QR sera le côté du 
carré qui lui est égal en surface; 5^. Mm sera 
le côté du carré qui forme la base d'une py- 
ramide de hauteur égale au côté de celle pro- 
posée , et qui lui est égale en solidité; 4** Qî 
sera le côté du carré qui sert de base à une py- 
ramide égale en hauteur et en solidité à celle 
proposée ; 5®, AN est le diamètre d'une sphère 
circonscrite. 

Démonstration. Si du sommet S de la pyra- 
mide on abaisse une perpendiculaire S m sur le 
côté AB, à cause du triangle équilatéralSAB, 
elle coupera par moitié au point m la droite 
AB (i3, ZfV. i). Donc si, sur la base ABC, on 
élève au point m de la droite AB la perpendi- 
culaire mT, elle passera par C(ii, Z^V. i), et 
contiendra le point T où tombe la perpen- 
diculaire abaissée du sommet S sur la base 
(il , Iw. II). On démontre de même que le 
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pontt T est duis la droite Bn^ qui divise en 
deux parties ^ales le côté AC. Soit menée h 
droite mn , elle sera paraUèfe à fiC (2, Uv. 6); 
et le triangle Amn seta éqoiangle an triangie 
ABC (27^ Uv* i)^ et BC sera double de mn 
(4 f Uu* 6) ; puis les triangles BCT , mnT au- 
ront les angles ^anx chacua k chacun , et l'on ^ 
aura (4 9 li^* 6) 

BC : mn :: CT : mT. 
Donc CT est double de mTj d'oà ml 
= - Cm ; puis faisant AB = i ^ on a 

Cm = Siii = ii/5 (104): 
donc 

Tm=Jï/5. 

De plus ^ comme on a 

(Sm)«=:(mT)*4-(ST)« (47, i,V. i), 
c'est-à-dire 



on aura 



d'où 



(ST).=1 = |; 



ST 



v/r 
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Ofi a ensuite (fig. 88) 
on a aussi (^g* 89) 

Aw: AS :: AS : SB (86)> 

c'est-à-dire 

^1 : I :: 1 : SB; 

d où l'on a 

ce qttll faUait i"". démontrer* 

Ensuite la surface de la pyramide tétraèdre 
M, égale au quadruple de la surface de la 
base ABC {Jîg* 89); laquelle étant égale 

à - AB.Cm = j v/5 (4i , &V. i) , sera la sur- 
face de la pyramide = v^ 3 ; d'où le côté du 
carré qui lui est égals \/\/5. Maisona (Jîg. 88) 
QRsaa \/v/5 (t75) : donc QR est le côté du 
carré cherché. C. Q. F. 2®, D. 

Dans les pyramides égales^ les bases étant 
en raison inverse des hauteurs (9, Iw. 12), 
on aura 

I î \/| •• 7 V^5 : la base de la pyramide 
cpii a pour hauteur AB = i ; 



.* 



i 



_-j^ 



234 GÉOMÂTRIE DU COMPAS. 

d'où la surfiice de cette base == 7 V^ 9 ^^ I^ 

côté du carré de cette surface = - s/V^ 

= Mm (175). C. Q. F. 5^D. 

Les pyramides de hauteur égale étant entre 
elles comme leurs bases ^ le carré qui est 

égal au triangle ABC = 7 v^3 aura pour 

côté i \/|/5 = Qî (175). C. Q. F. 4^D. 

Enfin le carré du diamètre de la sphère cii' 
consente à la pyramide tétraèdre vaut une 
fois et demie le carré du côté de la pyra- 
mide ( 1 5 , &V. 1 5 ) , c'est-à-dire le diamètre 

- : il est donc égal à AN. C. Q. F. 5^ D. 



/ 



PROBLEME. 



176* Étant donnée la hauteur ST 
(fig. 89 et 88) dune pyramide tétraèdre ré" 
gulière, troui^er son côté AB. 

Solution. Avec un rayon AB (Jig. 88) égal 
à ST (^g. 89) , soit décrit le demi-cercle 
BCDE en faisant à AB = BG = CD = DE; 
du centre B et du rayon BD soit décrit l'arc 
DNa; du centre E et avec le même rayon 
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soit coupé cet arc au point a; du même centre 
et avec le même rayon A a soit coupe le même 
arc en Nj AN sera le côté cherché égal afu 
côté AB de la figure 89. 

Démonstration. On a ^ dans la figure 88 y 

AB:AN :: i : yj\ (175); 
et comme on a 



= v/i==\/i-' 



ainsi que cela se démontre en égalant le pro- 
duit des extrêmes au produit des moyens , 
on aura 

AB:AN :: ^|: i; 

c^est-4i-dire que A B est à AN dans le rapport 
de la hauteur de la pyramide tétraèdre à son 
côté (175). Donc, etc. 



PROBLÈME^ 



\ 77. Diviser ( fig. 90 ) /a ligne AB z=si en 
cinq parties égales , lors même qu'on ne peut 
pas awir une ligne quintuple de AB, comme 
au n"" 69. 

Solution. Après ayoir^ du centre A et du 

i5 
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rayon AB, décrit le cercle BDp, et d\oIr 
£»it daw sa civcooférence à AB::^BC;;;=CD 
;?=DE, et à BB7;=:Ba:^B4s:£a^£a, 
soit du centre a et du rayon ÂB^ coupée la 
circonférence eix g; de ce point g coinme 
centre et du même rayon soit décrit Tare A n^; 
maintenant du centre a et du rayon BE soit 
coupé cet arc en /i ; du centre B et du rayon a>n 
soit coupée la circonférence en P etp ; des cen- 
tres p et P et du même rayon p B soient dé- 
crits deux arcs qui se coupent en Q ; A Q sera 
un cinquième de AB^ et sera placée sur sa di- 
rection. 

Démonstrationf Si Ton prend un point u 
sur la direction de AE , et qu'on ait Au = Aaf 
on aura , à cause des angles droits aAiU, akuy 

{mCf a» 2( Aa/=» 2(«A)' ?= {auY œ 4 =» (BE)» ; 

d'où 

au^=. eel^=:BE = a7^; 

puis les angles égaux g:AB , gket valant chacun 
la moitié d un angle droit (SX)), les. angles g A^> 
gS^u égaux entre eux vaudront chacun trois 
fois la moitié d'un angle droit. D^où les deux 
triangles g Pi a, g Au ayant un angle égal com- 
pris entre côtés égaux ^ le troisième côté ga 
sera awsi ég^l au troiâème côté g2i.(4^ ftV* i) * 
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donc un cercle décrit du ççntre g et du rayon 
ga passera par le point u , et sera concentrique 
au cercle Ana. 

On a ensuite g a = \/S (185); et comme 
nn=zua, on a (95) 

ga : g-A :: au : na; 



c'est- 


à-dire 








^ 
t 




1/5 :i 


•• 
•• 


2 : net 


donc 


on aura 












na: 


= 


a 
1/5» 



d'oà: anssi chaque côté du rfaombe PB/>Q âs/icc 

= "Tg ; donc si Ton compare les points P, B, 

p, Q^ A de la fîg. go avec les points A,p, B, 
F, Q de la fig. 3 , on aura pour la fig. go 



BQ,BA=:(BP)*(19), 

c'est-à-dire 



s 

d'où AQ qui est dans la même droite ( f 5)^=^ §• 

178. Ce problème y qui a une solution assez 
simple , devait trouver place ici à cause de la 
division décimale qu'on exécute en divisant en 

i5.« 
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deuxy puis ea dnq ou réciproquenaent. Le 
problème suivant est aussi de quelque utilité. 

PROBLÈME. 

179. Former (fig. 90) un triangle rec- 
tangle dont les côtes soient en proportion arith- 
métique. 

Solution. Après avoir fait la construction 
de la solution précédente (1 77) , du centre E 
et du rayon EQ soit coupée la circonférence 
en N; le triangle BNE sera le triangle cherché» 

Démonstration. Ce triangle sera rectangle 
(5i^ AV. 3) ; puis faisant AB = i ^ on aura 

EQ = EAh-AQ=| = ENî 

de plus 6n a (47^ &V. i) 

(BE)»=:(EN)*4-(BN)S • 
c'est-à-dire 

on aura donc 



4 = S+(BN/î 



(B.N)*=^-. . 



d'où 



BN = §î 



j 
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d'où l'on voit que les côtés EN = |, BN = g, 
BE = -7- seront en proportion arithmétique. 



PROBLÈME.. 

180. Former (fig. qx) moi triangle rec" 
tangle dont les côtés soient en proportion géo^ 
métrique* 



Solution. Du centre A avec un rayon AB 
soit décrit un cercle BD^, et soit fait dans sa 
circonférence à AB = BC=CD = DE = Erf 
z=:dc; soit fait ensuite à BD = Ba=sEa et à 
Aaz='Db=db = C/3 = c/S; maintenant du 
centre E et du rayon bji soit coupée la cir- 
conférence du cercle en N; le triangle BNE 
sera le triangle cherché. 

Démonstration. La ligne AB est divisée en b 
en moyenne et extrême raison (46) : donc si 
l'on fait AB = i , Ab:=: x , on aura 

B6===i — X, et a:*= I ai— j:j 

et résolvant cette dernière équation ^ 

a:î=A6= -(1/5 — i); 
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d'où résulte 

*i8=2Aft=|/5 — i=ENj 

on a ensuite (3i , &V. 3) (4?» ^^* ^) 
(BE)* = (EN)*-f-(BN)*; 

c'est-à-dire 

4=6 — 2|/5H.(BN)*; 
d'où Ton tire 

(BN/= 2(1/5 — i) = BE.NEî 
donc on a (17 , Up. 6) 

BE:BN :: BN:NE: 

donc, etc. 

f 81 . Lemme. Si Ton tût les côtés des cinq 
polyèdres r^^ers = i , on anra le rayon 
d'nne sphère 



an tétraèdre 



an cnbe = - t/S ^ 

ciroonscrite s à l'octaèdre = — ^2 9. 

I a ^ 

au dutlécaèdre = J v/S-Ci/S+O» 
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DeincmstrcUiôn. Le cafré du diainèh*6 de U 
sphère circonscrite à la pyramide comprise entre 
quatre triangles équilatéraux , yaiU ( 1 5, Uv. i S) 
ane fois et demi le carré du coté de la pjrra«^ 
mide ^ c'est-4Mlire en faisant le coté= i ^ le dia- 
mètre est égal à 1/ tJ d^où le rayon = - 1/ -. 

Le carré du diamètre de la sphère ciroon»* 
crite au cube vaut (i5, /iV* i3) trois fois le 
carré du côté de la pyramide , c'est-à-dire le 

diamètre = ^/S j d'où le rayon = - y/ 3. 

Le carré du diamètre de la sphère circons- 
crite à l'octaèdre (corps régulier terminé par 
huit faces qui sont toutes des triangles équiIa->- 
téraux) , est ( 14, ^'V. ï3) double du carré du 
côté d'un de ces triangles , c'est-à-dire le dia- 
mètre = v/2 ; d'où le rayon = - j/a. 

La âphère circonscrite au dodécaèdre (corps 
régulier ^ terminé par douze faces qui sont 
toutes des pentagones réguliers ) il est aussi cir-» 
consente (17, fcV. 1 3) à un cube qui a pour côté 
nne diagonale de ces pentagones. Mais si l'on 
fait (fig. 64) le côté AB =a i , la diagonale BN 

du pentagone ABLMN :i= i ( v/5 + i ) ; en 

effet , on a (1 57) 
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BN=:6E=A6+AE=3^(|/5— i)+i (480) 

donc BN ou la diagonale d'un pentagone qui a 

le côté = I , est égale à - ( \/5 -f- i ). Si sur 

cette ligne on forme un cube , on aura le carré 
du diamètre de la sphère qui lui sera circons- 

crîte=5(BN)% et le diamètre=:î( r^5-f-i). \/5: 
donc le rayon de la sphère qui comprend le do- 
décaèdre = ^ V^5 .( v^5 -f- 1 ). 

Si AB est le diamètre de la sphère qui com- 
prend l'icosaèdre (/%. 92), et qu'après avoir 
pris sur ce diamètre AC=4CB, et élevé la per- 
pendiculaire C D qui rencontre en D la demi- 
circonférence ADB, on décrive avec le rayon 
DB un cercle , et dans ce cercle un pentagone 
régulier, le côté de ce pentagone sera (16, Iw. 1 3) 
le côté de l'icosaèdre (corps régulier terminé 
par vingt faces , qui toutes sont des triangles 
équilatéraux) ; or le côté du pentagone est au 
rayon du cercle circonscrit comme B 6 est à B A 
(Jig. 12) (40) : mais faisant AB= i , on a 

Aé = i(v/5-i); 
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(A6)-=i(6-av/5) = i(3-v/5); 

(B6)*=(AB)'+(Ai)« (47, àV. i)=l=l*^; 
d'où l'on aura 

Bb : AB :: \/(~^) •• ^ ; 

mais on a 

\/(^^) = -=='= v/(^0 ' 

donc supposant le côté de l'icosaèdre = i ^ 
on aura 

BD C/îg. 9.) = \/(^> 
On a ensuite 
(AB)« = 5(BD)' (i6, &V. 13) = ^-^ t 

donc 
AB=^f^),e..e,,yo„=y(l^). 
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PaOBLÈME* 

1 82. Étant donné le côté A B des cinq corps 
réguliers (fig. gS) , trouwr le rayon des diffé- 
rentes sphères qu'ils comprennent. 

Solution. Du centre A avec le rayon A B soit 
décrit le cercle BD^, et soît fait dans sa cir- 
conférence à AB = BC = CD = DE = Erf; 
soit fait ensuite à BD=:sBa=B£&=Ea=:Ea; 
du centre a et avec le rayon eta soit décrit Varc 
aV ; du même centre et et avec le rayon «B soit 
décrit Tare Bpqs; du même centre a et avec 
le rayon AB soît décrit l'arc grt; du même 
centre et et avec le rayon BE soit décrit Tare 
M QR S T ; des centres Detd avec le rayon A a 
soient décrits deux arcs qui se coupent en ^ ; 
du centre E et avec le rayon Ab soit coupée 
La circonférence en L; soit fait à AB = aP 
=rMQ; à Aa==MR; àE^ssMS; et à BL 
= MT ; soit fait ensuite à aB =Pp ; à MB = Qg 
= S^; etàMg = Rr=T/; 

Bp j I le tétraèdre, 

Bq l sera le rayon j le cube, 

gr \ de la sphère / Foctaèdre, 

B^ 1 qui comprend 1 le dodécaèdre, 
g^ ] [ ricosaèdre. 
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Démonstration. En faisant A B =: i ^ on a 
on a ensuite 

(ta : aB :: aV : Bp(95)j 
c'est-à-dîre 

ai/a : |/3 :: I B/ij 

on aura donc 

d'où, etc. (481). 
On a aussi (93) 

«M : aB :: MQ : By; 

c'est-à-dire 

2,- ï/3 :: I : Bçj d'où Bç = ^v/5. 

On a de même 

«M :(t£r :: MR : gr; 

c'est-à-dire 

2:1:: |/2 : gr; d'ougrrs;=:- v^2; 

ou a également 

«M : ctB :: MS : B^. 



^36 
Mais 



donc 
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MS= 6E = i(v/5+i) (181); 

2 



a : ^^5 :: 1(^/5+ i) iBs-, 



d'où 



On a enfin 



Bj = i^i/5.(i/5 + i). 



«M : etg :: MT igf, 
inaisMT = BL. 

Déplus, (BL)»=(BE)'— (EL)«(5i, L 5;47,/.i); 
c'est-à-dire 

(BL)«=:(BE)«— (A6)«=4-l(3-v/5) {iM) 











d'où 


3 








BL = MT = 


V^'^/')^ 


et par conséquent 








a ,- 1 :: y/( 


S+i/SN. 


«<• 



d'où 



»'=WC-^)- 



Donc les distances Bp, Bq^ gr, Bsj gt se- 
ront respectivement les rayons des sphères qui 



X 




# 



ê 
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comprennent les cinq corps réguliers , savoir : 
la pyramide^ le cube^ l'octaèdre, le dodé- 
caèdre et l'icosaèdre. 



PROBLEME. 



\9!5. Étant dorme (fîg. g4) l^ rajon AB 
de la sphère qui comprend les cinq corps ré^ 
guUers , trou\^er leurs côtés. 

Solution. Du centre A avec le rayon AB 

soit décrit le plus grand cercle de la sphère 

BDé/, et soit fait dans sa circonférence à A B 

= BC = CD=DE = Erfj puis àBD = Ba 

s= Ea y et à \a z=:'Db'=db; soit fait ensuite 

dans la circonférence à AB = aH, et à A a 

= EF=:H^; du centre a et avec le rayon a'E 
soit décrit TarcfESQ? ; du même centre a et 

avec le rayon ah soit décrit Tare hT ; soit 

fait à Aa = EPj àAB = EQ:àAft=ES; 

àèF = )iT. Puis^ soit faitàEL = P/?p:Qy 

= S^, etk hhz=Tt : 

hp sera le côté du tétraèdre , 

hq du cube, 

Aa de l'octaèdre , > 

l^s • du dodécaèdre ^ 

ht de l'icosaèdre. 
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Démon^ration. On a Tare EA égal à an 
fauitième de la circonférence ( 50) ; d'où ah 
= V^5 (185); et comme l'angle droit &ÂF 
est le même que BAF , parce que le point b 
est sur la ligne AE (15, W) , b¥ sera le côté 
du pentagone (40), et A & le côté du déca«> 
gone inscrit au cercle IRHd (41); faisant donc 
ABsssi, on aura 

AA = i(|/5~i) (180) 
(6B)« = (AF)* + (A*)«= 1 + 4(6— 2|/5) 

~~ a ' 

<foù 

iF = AT = y/(^^). 

On aura ensuite 

aE: ah :: EP:L/»(95), 

c'est-à-dire 
donc on aura 



^p'=^^\/l' 



Or le rayon de la ^ère est au côté du té- 
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traèdre qu'elle contient comme - \/ - • i (^84) 

:: i : ^t /0 - donc faisant le rayon AB de la 

sphère = i , hp sera le côté du tétraèdre qui 
y est contenu. 
On aura aussi ( 95) 

« s 

t 

aE : ah :: EQ : Lç, 
c'est-à-dire 

l/5 : 2 :: i : Lq ; d'où Lç = 2\/|. 

Or le rapport du rayon de la sphère au côté du 
cube qui y est contenu , est 

^1/3:, (181):; 1:3^^; 

donc 9 etc. 

On aura de même Aa r=^2 pour côté de 
l'octaèdre ; car le rapport du rayon de la sphère 
au côté de l'octaèdre qui y est contenu , est 

i V^a : I (181) :: I : 1/2: 

donc^ etc. 

On aura également 

aE : ah :: ES:Lj, 

c'est-à-dire 

v/5 : 2 :: -(v/5 — i) : L^; 
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d'où 

Or le rapport du ra^on de la sphère au côté 
du dodécaèdre qui y est contenu , est 

i»/5.(|/5-|-i): 1(181) :: i : ^^^î. 

donc , etc. Enfin , on aura 

ah laL :: hTiht (95), 
c'est-à-dire 

d'où 

Or le rapport du rayon de la sphère au côté de 
ricosaèdre qui y est contenu , est 

ï\/0^) ■■' m) ■■■■•■■ 'VC-^-^y 

donc, etc. 
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PROBLÈME. 



i 84. Étant donné un point B sur la cir^ 
conférence dun cercle donné (fig. 96)^ trouver 
deux autres points h etlA^ tels que le triangle 
BLM soit équilatéral et touche le cercle par 
le côté hM au point E qui en est le milieu. 

Solution. Soit fait dans la circonférence du 
cercle donné à son rayon AB = BC = CD 
= DE=Et/; puis, soit faitàBD=Ba=Ea: 
du centre a et avec le rayon a A soit décrit un 
arc qui passe par cl; du centre E et avec le 
rayon EA soit décrit un arc qui coupe le pré- 
cédent en a ; du centre et avec le même rayon 
a E soit coupée la circonférence en P. Puis , du 

centre E et du rayon EP soit décrit un arc 
qui passe par L et M ; des centres D et df avec 
le rayon al? soient décrits deux arcs qui cou- 
pent le précédent eu L et M ; les points L et M 
seront les deux points cherchés. 

Démonstration. Si Ton com^re les points 
a, A, E, a, P de la fig. q5 avec les points Q, A, 
p, h, P de la fig. 5, de Féquation 

(AQ)' = (A/,)'+(/>Q)--/'P.pQ 

16 
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qui appartient à la fig. 5^ on tirera pour la 
fig. 95 celle-ci 

(Aa)*==(AE)'4-(Ea)' — EP.Ea; 
et substituant les valeurs numériques ( 27) 

i=:si+5 — EP.i/5, 
d'Où] 

a r= ET. v^5 et EP = | t/5 ; 

et comme les trois points E, ¥^ a sont dans 
h même droite ( 1 3) > on aura 

Pfl =»: Ea — EP = i v^S. 

Si Ton suppose menée la ligne BE qui coupe 
en B. la ligne 'Dd, on aura (104) 

BR=|, RD==î t/5, BE=2; 

d'mk la quatrième proportionnelle aux trois 
lîgnesBR, RD, BE sera égale à| {/5t=EM. 

On aura aussi (104) REs=:-, BD= v/3 (2); 

d'où la quatrième proportionnelle âuit trois 

lîgnesBR, BD, REseraégaleài»/3 = DM: 

donc les lignes EM^ DM seront de la lon- 
gueur nécessaire pour que le triangle BEM 
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soit semblable au triangle BRD (3 , //p. g) , 
<16ac ils seront s^blables, car le piint M ne 
peut être placé dans uq autre endroit (8, Iw. ,). 
On prouvera ée la même manière que le triangle 
BKdesX semblable au triangle BEL; d'où l'on 
voit que le triangle BDrf est sembbible au 
triangle BML {20, ih. 6) : donc aussi ce 
dwnier est équilatéral. De plus , les angles 
BEM, BEL égaux aux angles BRD, BRrf 
sont droits , et les lignes EN, EL sont égales J 
donc BLM est le triangle cherqbé. 



PROBLÈME. 



185. Dans un cercle dont le rayon AB soit 
donné (fig. 96) , inscrire cinq carrés égaux, 
dont Vun soit concentrique au cercle et les 
autres le touchent , chacun ayant un côté 
commun avec k carré du miUeu. 

Solution. Soient faites égales au rayon AB 
les cordes BC, CD, DEj soit faità BD = Ba 
= Ea; faites encore égales à Aa les cordes 
8 P 9 B/- du centre a avez le rayon AB coupez 
le cercle en G , et faîtes la corde G g =1 fia; du 
centre g avec le rajron g a décrivez un arc aP , 
et faites sa corde aV = aA. ; du même centre o^ 
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et avec le rayon g A décrivez un arc kp sur lar 
direction de Tare à2 ; faites à aA = Vp; faites 
maintenant égales à kp les cordes Bq,/n, 
Em # FI; avec le même rayon A^ et des cen-^ 
très B^ q^Jy n, E, m, F, l^ décrivez des arcsf 
qui se coupent dans le cerde en L , Q^ N ^ M ; 
LMNQ sera lé carré central , et BLQ^ ^ jQ^^f 
ENMm^ FML2 seront les autres carrés cher- 
chés. 

Démonstration. Si Ton compare les points 
a, A^ G, By g de cette figure avec les points 
Qy p, k, R, S de la fig. 4> on aura (21 ) pour 
la fig. 87 l'équation 

{agy=:{aB)-^Gg.ka, 
c est-à-dire en faisant le rayon AB ==£: i ^ 

(flg)*== 5 + :2 = 5 (27); d'où ^=? |/5. 
De plus j on a aP =3 ak == {/2 ; 
or ' 

ga : aP :: gk: kp (93), 

c'est-à-dire 

\/5 : {/a :: 1 : kp; 

d'où 
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et comme BCDE est une demi-circonféreace 
(64)^ BmE sera un angle droit (3i , Uv. 3); 
d'où 

(BE)*=(Bm)*+ (mE)* j c,-à-d. 4= (Bm)*+ g ; 
d'où 

(Biîi)'=:9. g, etBm = 3i/|=5iiiE. 

On trouvera la même valeur pour ^E^ et Ton 
démontrera que tous les autres angles du qua- 
drilatère Bm Eç qui sont inscrits et appuyés 
sur un diamètre sont droits : donc ce quadri-- 
latère est un parallélogramme rectangle. On 
démontre de piémé que F Ifn est un parallé- 
logramme rectangle. 

Si l'on fait la corde Em = iS:, mF sera la 
corde du complénoent de l'angle droit == h (1 $9)^ 
et l'on aura 



d'où^ à cause de A:* ^ 7 ^ on aura 

c'est-à-dire 

(Fm)' = (FM)* + (Mi»)*f 



6 — 4 

5~5 
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d'où l'angle F M m sera droit (46) Us^^ 1) > ain» 
que Ie6 autres angles BL/^yQgr^ ËNii. Puis, 
si l'on appelle x la distance du point m à oeloi 
où tombe du point F la perpendiculaire siur 
Bm, on aura (i3/ZiV. n) 

(BF)* = (Fm)* + (Bm)*— aBm.a-^ 
c'est-à-dire 

d'où je »/| =ii g, et divisant par \/ 1» 



a:= ^| = mM. 



Ensuite , si Ton nomme jr la perpendiculaire 
qui tombe du point F sur Bm, on aura 

d'où l'on tire 



= v/l= 



FM. 



On démontre par là que les points M et L sont 
sur la ligne B tw ; et comme on a 

Bm= 5.Em = M??î -H BL^Em, 
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on aura doac aussi 

De plds^ on démontre que les autres côtés 
MN, NQ, LQ ont la même valeur. De tout 
ce qui précède , il résulte que les angles exté- 
rieurs au quadrilatère LMNQ qui ont leurs 
sommets aux points L^ M, N, Q sont droits: 
donc les angles intérieurs le seront aussi ; donc 
on aura les cinq carrés demandés. 

PaOBLÈME^ 

i 86. Étant donnés les cinq points A^ B^ C, 
D ^ E sommets des angles dim pentagone ré^ 
guUer ( fig. 97 ) ^ trous^r les cinq points a ^ b^ 
c^à, Q oàse coupent les diagonales de ce penf 
tagone» 

Solution. Des centres A^ B^ C^ D^ E avec 
le coté AB du pentagone pris pour rajon^ 
soient décrits des arcs qui se coupent en a^ h^ 
€, d, e; ces points seront ceux d'intersection 
des diagonales. 

Démonstration. Si Ton suppose les diagonales 
menées et les cotés du pentagone ABCDE 
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traces y on aura l'angle BÂC=BDA (29, &V. S) 
= CÂD; d'où A* = bB (6, &V. i). On aura 
ensuite BôA = ôDA + ftAD (52, /zV. i) 
= BAA4.*AD = BAD = ABD(5,&V. i); 
d'où le triangle AB6 sera isoscèle (6^ Iw. i ), 
c'est-à-dire on aura ABz=zAb^zbD : donc, etc. 

PROBLÈME. 

187. Dans un cercle dun rayon AB donné 
(tig. 98) , inscrire six pentagones réguliers. 

Solution. Soit fait dans la circonférence du 
cercle donné, à AB = BC = CD=DE=Erf, 
àBD=:2Bfl=E^,etàAa=BF=D6=rfA; 
soit aussi fait dans la même circonférence à 
*F = BP = PQ = QR = RS,- avec le même 
rayon b¥ et des centres B, P, Q, R, S soient 
décrits des arcs qui se coupent en fi, p,q, r, ^. 
Maintenant des centres /3 , P avec le rayon fip 
soient décrits deux arcs qui se coupent en c ; 
avec le même rayon et des centres P , p soient 
décrits . deux arcs qui se coupent eu ^; on 
aura deux des pentagones cherchés , savoir : 
fipqrs qui a son centre en A^ eXfipdVe qui 
touche le cercle donné en P. On trouvera de 
la même manière les sommes des angles des 
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quatre autres pentagones pqfQe, qrhKg, 
rskSif sfimBl. 

- Démonstration. Les points B, P, Q, R, S 
seront les sommets des angles d'un pentagone 
régulier inscrit au cercle donne (40, 128); 
d'où les points /3, p seront dans la diagonale 
BQ, et les points p, q dans la diagonale PR 
(1 86); et comme Bp=jSQ^ on aura BjS=pQ. 
On prouvera de même que Vp:=zqK, et à cause 
de BQ= PR (27, /iV. 3) on aura aussi B/3 
= P^ , et fip =pq* On prouvera aussi de la 
même manière que tous les côtés du pentagone 
fipqrs sont égaux entré eux. De plus, on a 
rangle fipq, c'est4-dire B;)R=BPR4-PBp 
(52 , Iw. 1); maisPB;?, c'est-à-dire PBQ=QPR ; 
donc fipq =:BPQ. On démontre de même que 
les autres angles du pentagone fipqrs sont 
égaux aux angles du pentagone B PQRS : donc 
ils sont tous deux réguliers. En outre , l'angle 
QB R formé par deux diagonales du pentagone 
BPQRS, qui est l'angle jSB^, sera égal à l'angle 
fiqs y formé par deux diagonales du pentagone 
jSpqrs (20, /iV. 6). Or comme les triangles 
fiUsj fiqs sont isoscèles, ils auront aussi les 
angles à la basé commune fis égaux entre eux 
(5, 32, Iw. 1); d'oii aussi les triangles seront 
en tout égaux (26, li\f. 1) ; d'où les triangles 
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Bmfi, fipq ajant tous les cotés égaux entre 
eux, auront aussi les angle$ égaux (8, /zV. i), 
ainsi que les triangles Bis, srq : donc tous les 
côtés et tous les angles du pentagone Bm^sl 
seront égaux aux côtés et aux angles du pen-* 
tagone fipqrs; ils seront donc tous deux ré- 
guliers. On démontre la même chose pour les 
autres pentagones l&cFdp, peQJ'q, qgKhr, 
riSks : donc, etc% 

4 88. Le point 6 sera le centre du pentagone 
fimhls, et la distance bB le rayon du cercle 
circonscrit à ce pentagone et aux autres qui 
lui sont égaux, ainsi que nous le démontre- 
rons bientôt : ce qui ajoute encore une belle 
propriété au point b que nous aTons déjà re- 
marqué tant de fois dans cette Géométrie. Car, 
outre les divisions en moyenne et extrême 
raison qu'il nous a fait obtenir dans le diamètre 
BAE (45 9 4%), outre qu'il a servi à déter- 
miner le côté ^F du pentagone inscrit au 
cercle du rayon AB (40) , le côté ^ A du dé- 
cagone inscrit au même cercle (41); on a en- 
core le rayon Bb du cercle circonscrit aux six 
pentagones qu'on peut inscrire au plus grand 
cercle du rayon AB , comme dans le présent 
problème ; car si l'on suppose le rayon A B = i , 
on a 



LIVRE ONZIÈME. â5l 

et comme (3i , /zV. 5) 

(BE)* = (BQ)*+(QE)'=(BQ)'-|-(A*)% 

on aura 

On a ensuite 

i8Q=:BP«iF== y/(^^) (181); 
d'où 

BQ;^Q::BQ.^Q:(^Q)':: |/5:^^ 

:: I : i(v'5 — i) :: BA : iAj 
d'où 

BQ : 6Q-~./3Q :: BA : BA-^^A^ 

c'est-à'^dïre 

BQ : B/3 :: BA : Bb. 

Donc les deux diagonales des pentagone» 
BPQRS, Bmfisl seront entre elles comme 
BA : &A : donc BA étant le rayon du pre-^ 
mier pentagone, Bb sera le rayon du second 
(20, lii>. 6)^ 
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PROBLÈME. 

i 89* Étant donnés les sommets des angles 
dun hexagone régulier BCDEdc (fig. 99), 
trousser les points 1^ m^ n^ g^ p^ q où se cou- 
pent celles de ses diagonales qui ne passent 
pas par le centre. 

Solution. Soit fait àBD = Ba = Ea; puis 
à BC=:BA=CA = Ba; kak — aoL; àaB 
= a P = A P. Maintenant ^ des centres B , G 
avec le rayon aV soient décrits deux arcs qui 
se coupent en /; des centres C, D soient décrits 
deux autres arcs qui se coupent en m , et ainsi 
de suite; ces points /, m, etc. ^ seront les points 
cherchés. 

Démonstration. Supposons que les diago- 
nales indiquées se coupent en Z, m^ n, g, Pf ^i 
comme on a l'angle BDc = DcE(29^ Ui^. Z), 
BD sera parallèle à cE {28, Us^. 5) : donc le 
triangle Clm sera semblable au triangle CcE 
(2,5, li\f. 6) , et par conséquent équilatéral. 
De même on aura le triangle B/^ semblable 
au triangle BDdf; puis les triangles CcE et 
BJD ayant les côtés égaux ^ seront égaux (2) 
(8,4;^^- J ^* ^^ ^^*® ^^ 9 ^* P^^ conséquent 
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Im étant à égale distance du côté c£ que le 
côté^ Ce ainsi que ql àxi côté dH (14» Iw* 5)^ 
si l'on applique le triangle B^D sur le triangle 
GcE^ la droite q l tombera sur la droite Im ^ et 
elles seront égales ; mais B Z = Z^ : donc B l 
= Im. De même on démontre que DmssmZ : 
donc y en faisant le rayon du cercle B Ç = A B 
= I (2), on a 

BZ = iBD = i »/3; 

de même G Z £= ^ v^ 5 ; mais on a fait préci- 
sément 

BZ=CZ=aP = iv^5 (184): 

donc Z est un des points cherchés. On démontre 
la même chose pour les autres points m, n, g, 
p, q; donc y etc. 

PROBLÈME. 

190. Dans le cercle du rayon donné AB 
(fig. 100), inscrire sept hexagones réguliers^ 
dont un soit concentrique au cercle ^ et les au- 
tres soient disposés autour du premier. 

Solution. Soit fait dans la circonférence du 



^54 G&OllAritlB DU COMPAS. 

cercle donnëàAB = BC=GD:==DE==Ë^; 
puis à DB 8 DY = <A^. Des centres C et A 
avec le rayon CV soient décrits deux arcs qui se 
coupent en P ; du centre P arec le même rayon 
PC soit coupée la circonférence du cercle en S; 
d^ sera le côté des hexagones à inscrire ^ et que 
Ton inscrira facilement lun près de Tautre. En- 
suite , des centres ^et «T avec le même câtë di" 
pris pour rayon soient décrits deux arcs qui se 
coupent en ât; du centre <l et avec le même 
rayon soit décrit un cercle dans lequel on ins- 
crive ( 1 5, &V. 4) un hexagone régulier dj'mnpq. 
Du centre A avec le même rayon soit décrit un 
cercle qui passera par npi soit décrit dans ce 
cercle Thexagone qui a pour un des côtés la 
ligne pn} sur les côtéà de cet hexagone soient 
décrits les autres hexagones ^ comme on a fait 
d'abord sur le côté dè\ et l'on aura les gept 
hexagones demandés. 

Démonstration. En faisant pour abréger AB 
= 1, onauraCP = CV= »/7(100)=AP; 
puis on aura 

AP: AcT :: A^T : cTrf (86), 

c'est-à-dire 

1/7 : I :; 1 : S^d; d'où «rrf?= i/-. 
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Supposons pour un moment inscrits les hexa- 
gones cherches^ et soit leur c6té dS qui est 
là quantité inconnue =2: j?; on divisera cette 
ligne en deux parties égales au point i^^ et l'on 
mènera la droite A ^ qui lui sera perpendicu- 
laire ( 83) f et passera par a^ centre de l'bexa- 
gone y dont dS" est le côté , en coupant aussi 
par moitié au point fA le c6té pn de l'hexagone 
central ; et comme on a dans le triangle équi* 
latéral Kpn 

pn : kfA V. \ :- y/^ (i04), 

on aura 
X : A)x :: 1 : - v/5 j d'où A/w = - ûc[/^ , 



et 



3 



et encore 



di^ziz- x; 



puis, comme i = (Au?)' = (Af^)' -f- {di^Yr 
on aura 
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valeur qui est précisément celle déterminée 
pour la ligne d^ dans la solution du pro- 
blème^ ainsi qu'on vient de le démontrer: 
donc, etc. 

On trouve dans Pappus^/^V. 8, probL i5, 
prop. 19 , ce problème résolu avec la règle 
et le compas, d'une manière qui n'est pas 
plus simple que la précédente. U 7 a aussi 
ajouté une construction mécanique. 

191* Nous croyons avoir jusqu'ici rempli 
les promesses que nous avons faites (6 et 7). 
Quant au premier point, nous avons déjà 
donné tous les élémens de la Géométrie du 
compas j c'est-à-dire la totalité des problèmes 
qui suffisent pour trouver avec le compas seul 
et sans la règle tous les points qu'on peut 
trouver avec ces deux instrumens réunis. Pour 
démontrer ceci ( 71 ) , on observe d'abord que 
la Géométrie élémentaire fournit le moyen de 
trouver les points d'un problème , ou par la 
section des arcs entre eux (et ce moyen est tout- 
à-fait propre à la Géométrie du compas) , ou 
par la section des arcs et des lignes droites, 
ou par celle des lignes droites entre elles (et 
tout cela se trouve compris dans le livre 7 ) 
(110 et sui vans). Ensuite une droite quelcon- 
que nécessaire à la solution d'un problème se 



LIVRE ONZIÈME. !l5j 

trouve déterminée de grandeur et de position. 
Par rapport à la grandeur , nous avons en- 
seigné dans le liv. 3 (64 et suiyans) et dans le 
lîv. 4 (72, 75, 74), à agrandir , diminuer, 
diviser une grandeur quelconque finie en un 
nombre quelconque de parties ; puis , dans le 
liv. 5 (86 et suiv.), à trouver les troisièmes, 
les quatrièmes , les moyennes proportion- 
nelles , ainsi qu'à diviser une droite dans un 
rapport quelconque donné. Quant à la position 
des droites, elle se détermine par la position 
de deux points pour chacune d'elles; or le 
liv. 4 ( 76 et suiv.) enseigne à trouver les points 
pour tous les cas des perpendiculaires et des 
parallèles. Le liv. 8 (11 5 et suiv.) donne tout 
ce qui est nécessaire pour déterminer la posi- 
tion des lignes droites entre elles sous un angle 
quelconque, donné par le moyen de deux 
points. On a épuisé dans le liv. 2 (27 et suiv.) 
les divisions de la circonférence du cercle et de 
tous les arcs qui sont du ressort de la Géomé- 
trie élémentaire. Je ne vois plus , d'après tout 
cela , quels autres élémens on pourrait désirer. 
A l'égard du choix des problèmes que nous 
avons recueillis ici , nous laisserons aux ma- 
^ thématiciens le soin de juger si , dans un 
grand nombre de cas jitiles ou récréatifs , il 

^7 
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n*est pas préférable^ non-seulement pour la 
précision du résultat^ mais encore pour la 
promptitude de la construction, d'abandonner 
la règle et de se serrir du compas seulement , 
jusqu'à ce qu'ayant trouvé les points néces- 
saires au problème , on mène , s'il le faut , 
d'un point à l'autre une ou plusieurs droites 
que Ton ne peut pas à la vérité tracer avec 
le compas seul , et qui exigent l'usage de la 
règle. 
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PROBLÈMES RÉSOLUS PAR APPROXIMATION, 

1 92. Tous les problèmes supérieurs au se- 
cond degré ne peuvent être résolus géométri- 
<]uen)eat seulement avec la règle et le compas; 
mais ils exigent des intersections de courbes 
coniques ou de degré supérieur, et par con- 
séquent on ne peut les résoudre exactement 
avec la seule Géométrie du compas. Les ins- 
trumens faits pour décrire la cjcloïde , la con- 
cboïde f la cissoïde , la trajectoire et d'autres 
courbes semblables qui servent à la résolution 
de ces problèmes , sont assurément d'une in- 
yention très ingénieuse et d'un prompt et élé- 
gant usage dans la pratique. Pourtant, lors- 
quV>n n'a pas besoin d'avoir toute la trace 
de la courbe à laquelle ils sont destinés, et 
tju'il suffît d'obtenir un point par Tintersec* 
tion de cette courbe avec d'autres lignes , 
comme ils laissent toujours quelques soupçons 
de petites erreurs qu'on ne peut pas quelque- 
fois bien calculer , il vaudra mieux , dans beau- 
coup de cas , préférer à l'exactitude théorique 

17- 
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de ces méthodes^ l'approxiination pratique suf- 
fisante d'une construction faite avec la règle 
et le compas. Alors je dis que le plus souvent 
une solution obtenue avec le seul compas sera 
encore préférable. On pourra s'en convaincre 
par des exemples^ en comparant nos solu- 
tions avec celles déjà connues. 

193* Comme il n'y a encore aucune mé- 
thode générale pour obtenir par la Géométrie 
élémentaire ces approximations, on ne doit 
pas attendi'e que j'en propose aucune par ma 
Géométrie du compas. Je n'appelle point mé^ 
thode géométrique d'approximation ceUe par 
laquelle on obtient une valeur approchée à 
l'aide d'une de ces échelles qu'on nomme géo- 
métriques , puisque avant de s'en servir il faut 
faire un calcul arithmétique : une telle mé- 
thode doit être plutôt appelée arithmétique. 
Supposons , par exemple , qu'on veuille la ra- 
cine cubique du nombre 2 , l'extraction qu'on 
veut faire arithmétiquement de cette racine , 
pour pouvoir ensuite prendre les portions dé- 
cimales ou une fraction quelconque sur une 
échelle géométrique avec le compas afin de 
doubler un cube , se fait par un moyen qui 
est plutôt du ressort de l'Arithmétique que de 
celui de la Géométrie. 
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194. Je n'ai pu encore jusqu'ici apercevoir 
dautre moyen d'obtenir d'une manière très 
approchée la solution de plusieurs problèmes 
utiles supérieurs au second degré , que celui 
de trouver des genres ^^ et pour ainsi dire des 
classes différentes de construction de figures 
élémentaires ; puis de soumettre au calcul le 
plus grand nombre possible de cas particu-- 
liers presque innombrables qui en résultent , 
et de choisir parmi ceux qui tendent le mieux 
au but qu'on se propose, et les employer à 
résoudre le problème. 

195. J'ai déjà examiné plusieurs de ces 
genres, et pour ainsi dire de ces classes de 
constructions, et j'ai entre les mains des re- 
cherches sur cette matière. La classe la plus 
simple est celle dont nous ferons presque uni- 
quement usage dans ce dernier livre de notre 
Gréométrie. Elle est fondée sur les trois points 
remarquables a, bete (Jig. 9, 11 et 1 2) ( 59), 
qui nous ont déjà tant servi dans les livres 
précédens , et sur lesquels nous avons à donner 
les douze équations que nous avons pro- 
mises (59). 

196* Soit le point Z un point quelconque 
pris sur le quart de la circonférence BF dans 
la fig. 12 construite comme dans le livre se- 
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Gond, et soit pris dans l'autre quart B/ le 
point z, de manière qu'on ait Bjz= BZ^ ock 
aura (20 et 21) 

(A)...(aZ)* = (aB)»— Zz.Aa^ 
(B)...(iZ)* = (6B)*+Zz.A^^, 
(£)..• (eZ/ = (eB)» — Zz.Ae. 

1 97. Si Ton veut avoir les équations pour le» 
distances des trois points a^ b et e du point z^ 
on n'aura qu'à changer les signes du second 
membre des équaticms précédentes, et l'on aura 
(20 et 21) 

(A')...(az)*=(aB)*4-zZ.Aa, 
(B'). • . {bzY= {bBy — zZ.\b, 
(E')...(ez)*=(eB)*4-2Z.Ae. 

198» La droite Zz étant la corde de l'arc 

double de BZ = 2 sinBZ, et supposant AB^ 

= I , ce que nous supposerons toujours y oa. 

aura 

(aB)'=(BD)-=:5 (2); 

(Afl)* = a (27); 

(Bè)- = ^^^181),- 

(Ae)* = 2— v/2 (3&); 
d'où 

(eB)» = (AB)« + (Ae)*=5~v'2; 
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et 

Ai=:i(v/5-i) (180): 

si Ton fait aZ = a^ on aura 

(A') • .. a' = 5 — asiiiA.)/2« 

Cette équation comprend aussi k cas où l'arc A 
est négatif comme Bz, dans lequel le signe — 
placé devant 2 sinA^^^i se change en -f"* 

1 99. La valeur de a peut toujours itre celle 
d'une corde quelconque du cercle BD^, ex- 
cepté dans le cas où la valeur de la distance a^ 
exprimée par a est plus grande que 2* Pour 
calculer alors plus facilement la valeur de ^ , 
comme on a 

%/2 = BF = 2 sin45', 
et 

a sin A.sin 45<';ssoos(A'~45'^)-*-co$ A+ (45'') 

=cos(45^-A)-sin(45'-A3 (15S), 

on aura 

(*) n*= 5 — 2 cos (45« — A) + 2 sîn (45*— A), 

200. Dans les autres cas où a est plus petit 
que 2 y en appelant A' l'arc dont a est la corde , 
an aura 
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^ = sm* . lA'=i=^-i^ (155) 
=7 — sinA|/-=:7 — sîiiA.cos45*j 
d'où réduisant , 

cos A^ s= a sin A«cos 45^ -^ - ; 

d*où encore (1 59) ^ 

cosA'=sin(A+45**)+sm(A— 45*)— sia 5o% 

ou bien , 

( I )cosA'=cos(45*»— A>--«în (45«— A)— sîn 5o*. 

201 • Si Ton veut se servir de cette équation 
pour obtenir une des divisions de la circonfé- 
rence que l'on ne peut pas avoir exactement^ 
on y introduira , au lieu de A ^ un arc précis, 
par exemple , la vingtième partie de la circon** 
férence= 18% en faisant BZ= i8* (Jig. xa), 
et l'on aura 

cos A' = cos 27* — sin 27* — sin 5o'^ 

Or 
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sin 27* = 0,4559905 
sin 3o® = o,5oooooo 

0,9559905 
cos 27* = 0,89 1 oo65 

d'où cos A' = — 0,0629840. 
On trouve ensnîte dans les tables 

0,0629840 = sin 5'56' i^. 

Or comme la valeur de ^^-^ approche telle- 
ment de ^ qu*il n'y a pas seulement erreur d'une 

unité entière dans le dernier chiffre du nombre 
1955, on pourra prendre 0,0629840 pour le 
sinus de 5'*56'4û% sans qu^on puisse recon- 
naître avec les tables ordinsares s'il y a erreur 
d'une tierce. Donc lare A! , qui a son cosinus 
négatif, sera =: 93*56'4o% et BZ étant sup- 
posé z= 18'', la distance aZ sera la corde de cet 
arc; donc en appliquant pour corde sur la cir- 
conférence la distance aZ prise avec le com- 
pas, on déterminera un arc =95^ 56' 40" avec 
une approximation suffisante. 

202. Pour rechercher l'erreur qui se trouve 
dans les nombres des tables ordinaires, on 
observe que le sinus de i8* étant égal à la 



:i66 GÉOMÉTRIE DU COMPAS. 

moitié de la corde de la dixième partie de la 
circonférence , c.-à-d. s= i A ^ = | ( v/5 — i ) , 

et le cosinus de ^5"* étant égal à - 1/2 , Téqua- 
tion cos A' = 3 sin A . cos 45° — - (200) donne 

cosA'=4»/a(i/5-.i)-i 

=^(V^ïo—V^^) — ^ =0,0629859824. 

Puis, calculant aussi avec plus de chiffres le 
sinus de 3*36'4û*, on trouve 

0,062984061154, 
et en se tenant à huit décimales , on trouve 

sin 5** 36' 59" =» 0,0629792 1 : 

la diflférence pour i'' ou 60^' est de 485 : donc 

06* 
si 485 donne 60'", 8 donnera ^— , et par con- 
séquent ne donnera pas une tierce entière j 
donc l'arc qui a pour corde la distance aZ, 
n'excède pas d'une tierce entière 95* 36' 40". 

205. D'après cela , voici l'usage qu'on pour- 
rait faire de cette valeur pour l'ancienne divi- 
sion du cercle. Il est clair qu'elle pourrait 
servir à diviser une minute en trois parties, 
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dans des cercles où Ton aurait marqué les 
minutes ; car on trouverait les 40", c*est-à-dîre 

j entre une minute et la suivante , et cela sans 

erreur d'une tierce. On peut encore l'em- 
ployer pour trouver la troisième partie d'un 
degré. En^ effet, comme l'arc cBN =90*, et 
Np = 3" (51 , 45), si l'on prend BZ =Kf , 
alors on aura l'arc BZ = 1 8* ( 52) j du point c 
pris pour centre avec le rayon aZ soit décrit 
un arc , il coupera la circonférence entre p 
et P en un point distant de p de 36^4^'^ ^ 
très peu de chose près. JNommons j" ce point , 
et triplons , par exemple, l'arc N7"=5^56^4^% 
nous aurons un arc= io*5o', sans qu'il y ait 
une erreur de trois tierces , et si c'est de N 
vers G qu'on triple cet arc , la dernière division 
tombera entre ^ et ^ ; nommons >i le point où 
elle tombe, de manière qu'on ait N>î = io*5o'; 
nommons ensuite fjc le point qui est à la moitié 
de l'arc ^tCÇ obtenu par le n"" 58 , on aura l'arc 
jjLvi^z ao' sans qu'il y ait erreur de trois tierces, 
c'est-à-dire qu'on aura obtenu un tiers de 
degré de l'ancienne division avec une telle 
précision, que je ne croîs pas qu'on en puisse, 
désirer une plus grande dans la pratique. 
204. Nous avons pris cet exemple parmi 
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toutes le$ valeurs de cos A' calculées en intro- 
duisant successivement dans l'équation (1) au 
lieu de Â^ les arcs 90*, 8S^^5o',Sj'', et ainsi de 
suite jusqu'à o**, puis — i®3o', — 5*, etc., jus- 
qu'à — i9®5o' inclusivement; au-delà de cet 
arc, l'équation (1) n'a plus lieu, parce que ses 
valeurs deviennent plus grandes que l'unité. 

205. Nous allons maintenant continuer la 
recherche des autres équations. 

Toute distance du point b des points de la 
circonférence qui sera plus petite que le diamè- 
tre 2 , pourra être corde d'un arc. Nommons B' 
l'arc qui a pour corde la distance bZ ; on 

aura — = sin - B' 2 et nommant B l'arc BZ, 

on aura Zz = a sinB, puis divisant par 4 
l'équation (B) du n"" 196, on aura 

^";^~ — l (155)=— f smB.^^— ; 

d'où 

cosB'=i~(^*^)-sinB.^^ 

= 1—2 sin*56° — a sin B.sîn i8" 
=cos7a''-cos(B-i 8')+cos(B-+-i 8') (1 55, i 58) : 

donc on aura 

(2) co8B'=sin 1 8«4-cos(B-f- 1 8»)— cos (B— 1 8') . 
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206. Pareillement, si l'on nomme K l'arc 
qui a pour corde la distance eZ , et E l'arc BZ, 
l'équation (E) du n* 1 96 donnera 

d'où l'on tire 

V 2 2 ' 2 

= sin 45* — sin 5o**+ a sinE sin 22* 5o'; 
et enlin, 

(5) cos E' = sin 45' — sin So** 
+ cos (E — 22"" 5o')— cos (E H- 22'5o'). 

207. Au moyen de ces trois équations, un 
arc A, Bon E étant donné, on aura, avec les 
tables des sinus et cosinus naturels , et par de 
simples additions ou soustractions, les cosinus 
et les arcs A' , B' et E' , qui ont pour cordes 
les distances aZ, bZ, eZ, que Ton trouvera 
être les mêmes , en doublant le sinus de la 
moitié des arcs A' « B' et E'. 

208* Réciproquement si la distance aZ est 
égale à une corde d'un arc connu A^ , et si l'on 
cherche de quel arc Zz deviendra la corde, ou 
de combien de degrés deviendra l'arc BZ qui 
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ea est la moitié, etest = A ; de réquation (i 98) 
a*:ss:5 — a sin A ^2 , on tirera 

* 3 — a* 
sinA = -— 7— j 

«t substituant la valeur de a* = 4 sin* • - A' 



= 2 — 2 cos A' (1 55) , on aura 

sîn A = - . -7- + cos A' 1/ - 

= sin 5o® .sîn 45°+ cos A' sin 45** ; 

et(l56,158)commesin(45»+A0=cos(45«-A'), 
on aura cette équation 

(4) sin A = i [sîn 45» +sm (45°— A') 

+ cos(45* — A')]. 

209. De même , si l'on connaît l'arc B', .qui 
a pour corde la distance 6Z ^ et si l'on cherche 
Farc B = BZ par le moyen de Zz, qui est la 
corde de 2B, en multipliant l'équation (B) 
du n* 196 par \/5 + i , et à cause de 

(fcB)*=^^,eldeA* = i(»/5— i), on 

aura 

{bZy . (»/5 4- 1) == !n/5 4-4sin B; 
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et substituant pour {bZy sa valeur 

4sm'iB' = a— -acosB' (155), 
on aura , après avoir fait les réductions , 

sinB = i_2C0sB'.(^+î). 

Or Bô e'tant le côte' du pentagone = t/('?=l^^ 
corde de 72® , sera 

d'où 

or 

1 — sin' 56^ = cos' 56* = sin* 54' 

6 + av /5 / t/5+ l y 

~ ir -"V 4 / ' 
d'où Ton tirera 

sin B = 2 cos B' sin 54° ; 

et enfin (156) 

(5)sinB=sin3o*>— sin(54^+B')— sin(54^— B'). 

210. De même si l'on connaît l'arc E'^ qui 
a pour corde la distance eZ, et si l'on cherclie 
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le degré de Farc BZ = E , égal à la moitié de 
l'arc qui a pour corde Zz = sin E^ en substi- 
tuant dans l'équation (E) du n"" 196 pour (eZ)^ 
sa valeur a — a cos E'; pour (eB)* sa valeur 
5 — v/2 , et pour AE sa valeur v/(2 — ^:i) 
= 2 sin 22* 5o' (1 98, 58) , on aura 

2 sinE v/(2 — v/^) = 2 cos E' + i — V^f 

ce qui, en multipliant par y^(2 + 1/2} 1/2, 
donne 

4 sin E = 2 cos E', v/2 v/(2 + v^a) 
— (V/2 — i)v/2v/ (2+ V/^) 

= 2C0SE' V^(2+v/2)v^2-(2- 4/2) 1/(2+1/2) 

= 2 cosE' v/(2+v^2)v/2- v/(2-v^2)v^2; 

puis divisant par 4, et considérant que l'on a 
V/(2+ 1/2)=2 sin 67' 5o' (57) et i/2=2sin 45% 
onaura(156,l57, 158) 

sinE = 2 cosE' sin 67® 5o' sin 45** 

— sin 22* 5o' sin 45° , 

ou sin E = cos E' [cos (67*50' — 45*) 

— cos (67* 3o' + 45*)] -^ sin 22* 5o' sin 45* ; 

ou bien 

sinE = cosE''COs 22'5o' 
+ cos E' sin 22®3o' — sin 22*^50' sin 45° ; 
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OU enfin 

fcos (E'+ aa» 3o')+sin (E' + 22» 3o') 
+ sin 22*» 3o' + cos (E' — 22*» 3o' 
— sin (E'— 22*» 3o')— cos 22» 

2H. Ainsi des trois équations (A), (B) 
et (E) , nous en avons tiré six au moyen desr 
quelles des arcs étant donnés, nons pourrons 
en obtenir de nouveaux , ainsi que leurs nou- 
velles cordes, à l'aide des trois seuls points 
a, b et e. 

212. Comme il peut y avoir une infinité 
d'arcs, chacune de ces équations donne une 
infinité de solutions* Mais si l'on ne veut avoir 
la valeur que des. arcs que l'on peut trouver 
par le moyep des mêmes points a, b et e, on 
en trouvera 1 20 pour chaque équation, quand, 
il n^ aura de limites particujiières pour aucune 
d'elles. En effet, on pourra, par le moyen de 
ces trois points, diviser la circonférence en 
240, parties égales ( 57) , et par conséquent la 
demircirconférence en lap; on aura dope 60 
points Z et 60 points js, qui, pris ensemble, 
détermineront 120 cas pour chaque équation^ 
mais quelqu'une d'elles aura des limites partL^ 
culières. 

21 3* Si l'on voulait prendre avec le compas, 
par exemple, la corde de 5**, c'est-à-dire de 

18^ 
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la cent -vingtième partie de la circonférence 
(42), et décrire un arc en plaçant en a li 
pointe du compas, cet arc ne pourrait couper 
la circonférence en aucun point Z, attendu 
que sa corde est plus petite que la distance 
aF=s v^a*- t. On ne pourra donc pas dans 
l'équation (4) mettre au lieu de A' lare de 
5*, et si l'on veut le faire, on trouvera pour 
sin A une valeur plus grande que l'unité, 
c'est-à-dire une valeur absurde. Pour voir 
quel est le premier arc qu'on pourra mettre à 
la place de A' entre les arcs de la série i*3o', 
5*, 4*3o', etc., on observera quel est l'arc qui 
a pour corde la distance a¥ , qui est la plus 
petite entre le point a et le cercle, et qui est 

égale à Va— • i = s^rsin 45* ) = 0,414^1 56 

zszcorde aS* 54' -^g. Donc le premier arc qu'on 

puisse employer de ceux qu'on trouve par le 
moyen des trois points ^, b e\ e sera celui de 
24°. Après cet arc, on pourra employer tous 
les autres arcs de la suite 25* 5o', 27% ag^So' 
jusqu'à 180**; car les cordes de tous ces arcs 
peuvent être des distai^ces du point a à quelque 
point Z ou z de la circonférence. 

21 4. Lés équations (5) et (6) sont plus limi- 
tées; car dans Téquation (5) on ne peut pas 
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employer les arcs B' dont la corde est plus 
petite que 6/ ou plus grande que b¥ : de même 
IJequation (6) n'admet aucun des arcs E' dont 
la corde est plus petite que eF et plus grande 
que ef. 

, 215. Nous verrons dans la suite dans quel 
Cps on peut se servir avantageusement de quel-* 
ques'unes de ces valeurs pour la division du 
cercle ou pour quelque autre problème qu'où 
ne peut résoudre que par approximation , en 
choisissant celles qui approchent le plus de la 
valeur qu'on cherche ^ et se déterminent en 
même temps par des sections d'arcs qui diffe-^ 
rent moins de langle droit, 

21 6' Pourtant^ afin de retirer tous les avan- 
tages possibles de trois points a, b et e sans 
en introduire de nouveaux ^ des trbis équa- 
tions (A), (B) et (E) nous en tirerons six au- 
tres pour avoir de nouvelles valeurs d'arcs et 
de cordes. 

217. Soit BZ un arc connu, par exemple, 
un de ceux qti'dtt obtient par les problèmes 
du livre second , et nommons B cet arc ; oh 
prendra avet le compas la distance bZ, qu'on 
portera de a à quelque autre point ^^ qui dé- 
termine un autre arc BZ' = A , et comparant 
les deux équations (A) et (B), on en tirera une 

i8.. 
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nouvelle ëcpiation qui fait connaître sa valeur- 
En effet , si dans <ies deux équations on fait 
£Z s=: aZ% en faisant dans la première (A) 
Zz = a sin A, puis dans la seconde (B) 
Zz s a sin By on aura 

(aB)*— 3sinA.A^ = (*B)' + asinB.A6, 

ou bien (198) 

5 — 2sinA.v/2 = ^— + sinB(v/5 — i); 

et dégageant sin A , on aura 

= sin 54» sin 45* — 2 sin B . sin 1 8' sin 45" (209) 
=-(cos9»+sin9«)-sinB(cosa7»-sin27»)(i58); 

d'où (1 55 et sûiv.) 

icosg^ + sing* 
+ cos(B— 27^) —sin (B— 27^) 
— cos (B— 65») +sin(B— 65°) 

21 8. On ne pourra pas non plus prendre ici 
pour B tous les arcs , mais seulement ceux qui 
donnent une distance bTàOxibz qui ne soit pas 
plus petite que a 1% 

219. Maintenant soit connu un arc BZ que 
l'on nomme A; si Ton porte la distance aZ 
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prise avec le compas , de 6 à <]iielque autre 
point Ta de la même circonférence y qui dëter^ 
mine l'arc BZ' = B , on connaîtra cet arc B ^ et 
si l'on veut sa corde ^ en dégageant sip B de 
Féquation (2j 7) , 

sinA=V^.y/i_-,sinB.*^-i.^^^^ 

Multipliant cette équation par le facteur 
2(|/5+i) ^tky on aura 

asinA(v/5+ i) v^2 = 5+v^5,— 4sinB; 

d'où l'on tire 

• n 3-H/5 / • A 1/5+ 1 /i 
sinB = — -^ 4siaA.J^| — .\J ^ 

=2sîn»54*— .4sin Asin54*sin45- (209); 

et traitant comiiie ci-dessus les équations ( j 55 
et suiv.) y on aura enfin 

(8) sînB = I + sin 1 8^ — sin (A + 9°) 
+COS (A+9°) — sin(A — 9') — cos(A — 9?). 

' â20- On ne pourra pas dans cette équation (8) 
employer pour A les arcs BZ qui donnent une 
distance aZ plus grande que 6 F. 

221 • Actuellement , si dans l'équation (A) 
du n"* 1 96 on fait Z z s= a sin A^ et dans l'équa^ 
tion (E) une autre distance Zz = a sin E y ea 
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fusant en outre dans ces deux équations (aZ)" 
«(eZ)», on aura, après les substitutions né- 
cessaires (1 08) , 

5 — asînA, 1/2 = 5— i/a— 2sinEv/(2— -a); 
sînA==?l+2sinE.i^:fcl^.,/l 

= ^ + 2 sîn E sîn 2 2* 5o' sîn 45° , et (1 58) 

=: - + sin E cos aa^'So' — fin Esin 22* 5o'; 

d\)ù enfin (156,458) 

!sîn(E+22°5oO 
4.cos(E+2^oS ) 
+ sin(E— 22°5o') 
— 'COs(E — aa'^So') 

222. On peut encore trouver cette neuvième 
équation d'une autre manière pour rendre le 
calcul plus facile par le moyen des sinus et ce- 

« 

sinus artificiels que l'on trouve dans les ta-> 
))les dç dix eo dix secondes. C'est pourqac^ 
connue pp 4 
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sin A ::=- :2 + 8in E "^ î—-. \ / - 

— /" ' J- fiin E^ V^(4-^i/a) 

= (8iD67'5<.'+ riaE) '.^lî^ ( 37) i 
et faisant 67^80' =p , E = ç , on aura (1 56) 



(9 W^) sin A 



sm-^ = — cos -^ 



COS 22? Zo 



équation qu'il sera facile de calculer par le 
moyen des logarithnies des sinus et des co- 
sinus. 

325f ^ donc on prend avec le compas une 
distance du point e à un point quelconque Z , 
extrémité d'un arc connu BZ === £ , et qu'on 
la porte du point a à quelque autre point Z' 
de la circonférence, on connaîtra le nouvel 
arc BZ' = A par le moyen de l'équation (9) ou 
de cellp (9 bis). Ces équations auront leur^ li- 
mites ^ puisque l'arc BZ devra être tel que la 
distance eZ ne soit pas plus petite que ^F. 
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224. Onatix>uvë(221) 

!isinA v/a-^ V^a + asînE. ^/(a — v^a); 

multipliant cette équation par ^ — . , on 

aura 

asin A 4/(2+ V^2)= v/(2 + v^2)H-asînEj 

d'où 

sm E = 2 sm A . *^ ^ '^ ^ — ^^ — ^ 

= asinA.sin67*5o'-- sin67*5o'(57); 

d'où (1 58) 

(10) sinE=cos(A— 67^30')— cos(A+67^5oO 

— si^67^5o^ 

S25. On peut encore préparer autrement 
cette équation pour la rendre soluble par 
l'usage des logarithmes. En effet, puisqu'on a 



sinE s= 2 sin ÇA. — ij 



2 



= 2 (sin A -h sin — So*^) sin 67° 3o' 
en faisant ks=zp, — 5o^ = q, on aura (156) 

(10) sînE=4siné-:i-^^ cos ^J^sinôr^o'. 
226* Il est évident que cette dixième équa- 
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tion aura aussi ses limites^ puisque Ton ne 
pourra pas y introduire toutes les valeurs de 
l'arc BZ ou Bz db A, qui donneraient la dis- 
tance uTa plus grande que ef. 

2527* Enfin on peut de la comparaison de 
l'ëquation (B) avec celle (E) tirer deux autres 
équations. Car si Ton porte une distance du 
point e à un point quelconque Z de la circon- 
férence^ qui soit l'extrémité d'un arc connu 
BZc=E, et que du point h comme centre et 
de cette distance eZ prise pour rayon on dé- 
crive un arc qui coupe la circonférence en 
quelque autre point TJ qui détermine l'arc 
BZ' = B, on connaîtra cet arc au moyen de 
son sinus de la manière suivante : soit fait dans 
l'équation (B) du n** 196, Z2 =asinB, dans 
celle (E) Z2 =2sinE, et dans toutes les deux 
£Z = eZ^ on aura, après avoir fait les subs« 
tîtutions nécessaires (198) ^ 

SzrVS+sinBCï/S— i) = 5— ï/2 

— 2sinEv/(2 — V^a); 
d'où l'on tire 

2sinB( v/5-i )= »/5+i -a |/2-4sinE v/(2- V^)s 

et multipliant les deux membres de l'équation 

par g -■ , on aura 
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»/(a — 1/2) 1/5+ I 






"^•v/^ 



a • 4 

PS ;^ rin* 54* -T- a sin 54** 8in 45" 
^ 4 sin E sin sa^So' sin 54* (309) ; 

d'où Ton tire (1 58) 

sio B =5 I -T- cos 108® »— 006 9* -^sia 9® 

TT- a sin E (cos 5 1 • 5o' -^ cos 76^ 5o') ; 

et par conséquent (1 56) 

(11) sin B =: I 4- sin 18" -^ oos 9* — sin 9* 
— sîn(EH-5i«3o')--sin(E — 3i*5o') 
+ sin (E4. 76^ 5o') + sin (E — 76^ 3o'). 

228. L'équation (11) aura aussi des limites 
de deux côtés ; car la distance la pli^s petite 
eF = I — |/(2 — ^2) est moindre que celle 

hfz=L I (j/5 — i) , et la plus grande ef 

est plus grande que &F. 

229. Si l'on multiplie par ^^^'^^''^ l'équa- 
tion 

2sinB( |/5-i)= 1/5+1-2 v/2-4sinEv^(2-V/^) 
que l'on a trouvée plus haut (227)^ on aura 
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4 a V a 

= a sîn 54° sia 67° 5o' sia 45* -r- si^ 67° 3o' 

— 4 3m B sin ï8* sin 67*30' sia 45* 

= sin 67* 3q' (co§ 9* »+. sia 9°) — sia 67^ 5o' 

— 2 sia B sin 67® 3o' (cos 27° — sin 37°) 

= ^ (sin 76^30' -^ cos 76''5o' 

+ sîn 58*^ 3o' H- cos 58*3o') 

— sin 67* 3o' — sin B (sin 85« 5o' 

+ sin 40® 3o' — cos 40** 3o' — cos 85* 5o') ; 

d'où on ^ enfin 

/*^\ • 1? * f sin 76^*30' — cos 76*30' 1 ' £i 00 f 

!oos (SS'^So'— P)Tf sin(8»»3oVB) ^ 
^cos(85«3o'+B)— fin(8S;*'3o'+Bj I 
+C0S (40030'— B)+ siii(4oo3o'— B) P 
-«cos'(4oo3o'+B^— sin(4o*>3o'4-B) ) 

équation qui n'a pas de limites. 

330* Si par hasard quelqu'une des yajieui:^^ 
qu'on trouve ^vec ces douze équations est aii 
premier abord très approchante de quelque 
valeur utile et cherchée dans la solution des 
problèmes , oh aura l'avantage de parvenir au 
même but par un moyen très simple } car on 
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n'aura à employer d'aatres points pris hors 
de la circonférence que les trois seuls points 
a^b ete que l'on a déjà remarqués tant de fois^ 
et dans la circonférence quelqu'un de ceux 
qui servent à la division exacte de la circon- 
férence par le moyen des solutions des pro- 
blèmes du livre second. Nous allons actuelle- 
ment donner quelques exemples. 

251 . Nous verrons d'abord comment on peut 
diviser le cercle à l'ancienne manière en de- 
grés et minutes, sans erreur d'une seconde. 
Pour cela, nous supposerons que la circon- 
férence du cercle BD^ (fig. 12) est divisée 
en deux cent quarante parties (57 , S8), dont 
chacune, comme PeT, contient i^So', que 
l'on commence à compter les quantités posi- 
tives de B vers F , et de même les quantités 
pégatîves de B vers /, et que les points Z 
et Z' sont des points vagues soumis pour le 
moment à la seide condition de se trouver, 
savoir : les points Z et Z' entre B et F sur la 
circonférence, et les points z et z' entre les points 
B et y. Nous en agissons ainsi pour éviter le 
trop grand nombre de ' figures dont on aurait 
besoin si l'on en répétait ime pour chaque 
problème. D'ailleurs , la petitesse des divi- 
sions les laisserait à peine apercevoir même 
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chns une figure beaucoup plus grande que la 
figure 12. 

PROBLÈME. 

252. Trouver (fig, 12) Varc dun degré de 
Fancienne dimion^ ou de i* sans erreur dune 
denU'Seconde. 

/" Solution. Soit l'arc Bz = — 55^ 3o' (251 ). 
Prenez avec le compas la distance bz, et du 
point e comme centre décrivez un arc qui 
coupe la circonférence en un point Z; on 

aura l'arc B Z s= Sa^Sg ^^ , c'est-à-dire de 55* 

sans qu'il y manque vingt-cinq tierces. On a en- 
suite dans les divisions de B vers F exécutées 

18 
par ïe problème du n* 42, l'arc de 54"*= — . 

On aura donc aussi l'arc 54* — 53® = i • avec 
l'approximation demandée. 

Démonstration. Si dans l'équation ( 1 2) an 
fait B = — 55° 5o', on trouve à la fin du calcul 

sin E = 0,7986545 = §in 52^ 59' i^. 

//• Solution. Soit l'arc BZ = lO^So'j du 
t^eutre a et avec la distance bZ prise pour 
rayon décrivez un arc qui coupe la circonfé- 
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rence en un antre point Z'; on aura l'arc BZ' 
=:2g^2g' -FÔ-* c'est-à-dire = 29* 5o^, sans er- 
reur d'une demi-seconde. On trouve ensuite 
dans les divisions du cercle faites au n® 58 

l'arc dé a^" 3o' xb -^ de la circonférence. Donc 

on aura la différence des deux arcs égale à i^ 
avec l'approximation demandée. 

Démonstration. Si dans l'équation (7 ) on 
fait B = I o^ 5o% on trouvera à la fin du calcul 

f* 
sin A = 0,4924215 = sin ag^^g'-gr- : 

donc les arcs ne différeront pas de 29* de la va- 
leur d'un degré. 

255* Cette seconde solution est tnoins ap- 
prochée que la première de 5% mais les sec- 
tions des arcs s'y font sous un an^ qui dif-- 
fère moins de l'angle droit. 

254. Puisqu'on a l'arc de i^5o' (225)-, et 
qu'on a trouvé (226) l'arc de i**, on aura aussi 
en soustrayant 1 un de l'autre l'arc de 5o', ou 
le demi -degré , et par conséquent on aura la 
manière de diviser toute la circonférence en 
demi-degrés sans accumulation d'erreurs, et 
sans qu'aucun point soit éloigné d'une demi- 
seconde de sa véritable situation. 
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m 

PROBLÈME 

255. Th)Uifer Varc dun quart de degré 
ou de j5'j sans erreur d'une tierce. 

Solution. Soit l'arc B z = — i !2*, la dis- 
tance ez sera égale à la corde de 87® i5'; d'un 
rayon égal à cette distance prise avec le compas 
et du point B comme centre, coupez l'arc BF 
en un point Z'; on aura l'arc BZ' = 87°i5'. 
On a de plus, par les divisions du cercle faites 

au u? 42, l'arc de 87®= — de la cîrconfiérence. 

On aura donc la différence de ces deux arcs 
= i5'. 

Démonstration. Si dans l'équation (5X206) 

cos E' = sin 45* — sin 3o** + cos (E — 22° 3o') 

— cos (Eh- 22** 3o'), 

on fait E = — 12*', on aura 

sin 45*^ — sin 3o* = o, 207 1 068 
cos — 34** 3o' = o, 824 1 262 
— cos io®5o' = — 1,0167451 

COS E' = o, 04797 8 1 . 

Or dans les tables qui donnent les sinus na-* 
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turels avec sept chifires, on trouve 0,0479781 
= cos 87^15', sans aucune dîflFérence même 
dans le dernier cbiffre. En employant ensuite 
plus de décimales, on trauve 

cos E' = 0,047978062^2 , 
cos 87* 1 5' = 0,047978128520; 

et ne pi^enant que huit décimales, on a 

cos 87** i5' i" = 0,04797229. 
On a donc pour t" la diflFérence 584* Or si 

I Oâ 

584 donne 60''' de diflFérence , 7 donnera -7g 

de tierce. On aura donc Tare E', qui a pour 
corde la distance eZ', =87'* i5' *vec une er-. 
reur plus petite que i'". 

25^^ On pourra, parle moyen de ce pro- 
blème, diviser la circonférence en i44^ P^^*" 
ties, c*est-à-dîre en x^o quarts de degrés, 
sans qu'il y ait en aucun point de division une 
erreur de trois tierces ; car si l'on fait sur cha* 
que arc PcT de 1 ** 3o', trois divisions de 1 5 en 1 5' 
dfî P vers ^T et deux de <f vers P, l'arc PcT se 
trouvera divisé en six parties, dont chacune 
sera d'un quart de degré, sans qu'il y ait er-» 
reur de 1'^ dans la position d'aucun point de 
division ; il en sera de même pour le reste 



IiIVKE DdUZI£llE« jà8g 

de la circonférence. D'après cela , nous suppo*> 
serons dorénavant la circonférence divisée en 
degrés et quarts de degrés , en les considérant 
comme exacts^ afin de simplifier le calcul. On 
pourra , quand on voudra , tenir compte des 
erreurs. 

PROBLEME. 

â5l7. Trou^^er un arc de lo' ou la sixième 
partie dun degré ^ sans erreur dé to'" ou de la 
sixième partie d'une seconde* 

Solution. Soit Tare B2 = — ^49*3o'; la dis** 
tance bz sera égale à la corde de Tare de 38* 5o', 
sans erreur de lo^''; puis soustrayant l'arc de 

38* 5o' de celui de 3q**= — de la circonférence 

qu'on a par le n^ 42^ on aura l'arc dé IO^ 

Démonstration. Si dans l'équation (2) on 
fait B =5s — 49® 3o', elle deviendra 

cos B' = 0,7789758 = cos 58»49' tII ; 

on a donc B' sï3 38*5o' à moins de q'" près. 

238. Soustrayant d'un aurc de 5o' auquel 
manquent 9"' uû arc de 45' (256) auquel il 
manque quelques tierces ^ on aura l'arc de 5' 
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pu U ijla^zième partie d'un degré, sans qu'il y 
ait vxj^ eîTQjttr d^ çf"* 

pao»Làicii. 

259. Trouyer Varc de & ou un dixième de 
degré y sans erreur de 1 3'". 

Solution. Soit l'arc B2 = 45* , c'est-*-^fe 
soit l'arc B.G? du poiut fr comme centsre et avec 
U distance BG prise. pour rayou soit décrit un 
arc qui coupe la drcwiféreuGe eu Z} on aura, 
sans erreur de i5''', l'arc Bz = — 40'' 6'. 
et soustrayant (2S&) Tare de*. . — 4'^'' 

on aura pour reste l'arc de, ... 6'. 

Détnmstration. Si dans l'équation (5) on fait 
Vf SB 4^% elte^ deviendra 

sîaB = — 0;.644iMa =5 siu~4o*5'^^. 

On aura donc Parc B = B z = — 40*" 6^ à moins 
de iVprès. 

240. Soustrayant de l'arc de 6' (259) l'arc 
de 5' .(258), l'arç nes^taut seira.de. i' aiçQC uu^ 
eijceur de. quelques tierces» ]Jfoi& Qu^peut tïsu- 
Tev îmmédî^^epjt cet arc par le pi^K^^nM 
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PROBLÈME. 

241. Trouwr immédiatement Fore de i', 
sa?is erreur de 22'". 

Solution. Soit Tare Bjz = — 27*; du point e 
comme centre et avec un rayon égal à la dis- 
tance bZf prise avec le compas^ soit coupée la 
circonférence en Z. Oh aura Tare BZ= 29*59' 
avec un excès de i o^ : donc l'arc B N étant 
de 3o® (51), l'arc ZN sera de 1' avec lo''^ 
de moins. 

Dénonstration. Si dans l'équation (|2) on 
îait B'i= — 27% on aura 

i5 
sinEss 04997496 s=sin ag^Sg'^ : 

donc 9 etc. 

PROBLàSE. 

343. TVxMfer Varc de 9'^ sans quHl y ait 
erfeur de j'". 

Sobitùm. Du point e comme centre avec 
la distance 6 K prise pour rayon soit décrit 
utt aie qui coupe' la circonférence en z; on 

19.. 



agtX GÉOMÉTRIE DU COMPAS. 

aura 1 arc Bz = — 4* ^ ' ' ^ ^^^ ^^ excédant de 6''% 
lequel, soustrait de — 4** 5o', donne pour reste 9', 
sans erreur de j'". 

Démonstration. Si dans Tëquation (12) on 
fait B= iS*» = BK (52) , on aura 

5 
sinEss — 0,0758494 = sin — 4^ai' 



agox 

donc l'arc Bz = — 4^a i 'o"6'". 

Ce problème servira encore à la nouvelle di- 
vision du cercle, ainsi que nous le verrons ci- 
après (256)- 

245 • L'arc de i5' manquant de moins 

de i"'(255), 
celui de i o' excédant de moins de 10''' (257) ^ 
celui de 6' manquant de moins de 1 5'" (259) , 

celui de i' de moins de 22'" (241), 

et celui de 9' de moins de j'" (242), 

on pourra les combiner par addition ou sous- 
traction , sans accumuler beaucoup les erreurs , 
de manière qu'à la fin toute la circonférence 
se trouve divisée en degrés et minutes, sans 
autre erreur que de très peu de tierces. En 
effet , en doublant , par exemple, l'arc de g\ 
on aura un arc de 18' à moins de j4"' près; 
et soustrayant de cet arc celui de & approché 
à moins de iS^'V ^^ aura l'arc de i:)' à mmas 



^.^iiiflitfi«aMya^«Ml 
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d'environ i"'. Soustrayant maintenant cet arc 
de celui de i5' approché à moins d'une tierce 
(255)^ on aura l'arc de 5' avec à peine une 
erreur d'une tierce. Par ce moyen on pourra 
diviser en cinq parties chaque arc de i5', et 
toute la circonférence se trouvera divisée de 
trois en trois minutes avec une erreur moindre 
de six tierces sur cette dernière division ; er- 
reur qui deviendra encore moindre , si oit. )a 
porte en sens contraire de celle de trois tierces 
au plus qu'on commet dans la division de i5' 
en i5' (255). Puis employant l'arc de if qui a 
4'" de moins (240) à diviser chaque arc de 3\ 
on ne commettra plus une erreur de io% et 
l'on aura divisé la circonférence en degrés et 
minutes. 

On pourrait aussi combiner ces arcs ou 
d'autres tirés des douze équations précédentes ^ 
de manière que l'on parvînt à commettre, de 
moindres erreurs^ et nous emploierions pour 
cela quelques problèmes , si d'un côté la di- 
vision du cercle en SGo"" ne devait pas avec le, 
temps cesser d'être employée^ et si d'ailleurs 
nous croyions que les artistes qui voudraient 
continuer à s'en servir trouvassent ces re-» 
cherches avantageuses pour la pratique. Nous 
ne croyons pourtant pas devoir omettre les 
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proMèmes soivans , dans la solution desqueb 
npus supposerons que le cercle entier est di- 
yisé en anciens degrés et minutes que , pour 
la sim{4icitë du calcul, nous considérerons 
comme exacts. 

PROBLÈME. 

244* l^oui^er Farc de 20*' ou un tiers de 
minute y qui ait à peine 1 ^^ de trop. 

/" Solution. On trouve (201) Tare de 40" 
ayec moins d'une tierce de trop; donc aussi 
l'arc de 20', complément d'une minute, n'a pas 
tout-4i-fait i''' de moins. 

//' Solution. Du point e comme centre et 
avec un rayon égal à la corde de l'arc de 
61* 3o' prise ayec le compas, soit coupée la cir- 
conférence en Z; on aura l'arc BZss^o"" 39^4<>'' 
avec à peine une tierce de trop; puis sous- 
trayant cet arc de celui de 20''4o^ l'arc restant 
sera de nd' avec à peine i'" de moins. 

Démonstration. Si dans Téquation (6) on fait 
E'=6i*5o', en employant de plus grandes, 
tables de sinus ^ on aura 

sin BZ = sin E = 0,55285991 ; 
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OQ a ensuite 

sin 20^ 39' 40*' = 0,^5^83984. 
Or 

logb,55283^ =fc: 9,5475777 
togàiti 2t)*59'4o'' = 9,5475776 
log sin 20* 39' 5o" = 9,5476534 
diâtérence =3 558. 

Donc E surpassera l'arc âo''39'4^'' ^® S^ ^^* 
yiron , c^esi-^à-Klire de i*** et un peu plus. 

PROBLèttB. 

245. Trousser tare de i5" ou un quart de 
minute à moins de 10'" près ^ ou ensfiron. 

Solution. Du point e comme centre avec un 
rayon égal à la corde de 3i''3o' prise avec le 
Compas soit coupée la circonférence eti Un 
point Z; on aura l'arc B2=i:57"5o'i5* à 9^" 
de moins près. 

Démonstration. Si dans l'équation (6) on fait 

386 
E'=: 3 1 ® 3o', on trouveraE = 57° 3o' -^ ; mais 

on a -^ â^ j : donc ce qui lui manque est 
de -^ environ , c'est-à-dire d'environ i o'". 
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PROBLÈIIB. 

V 

246* TYouper Fore de 12" ou un cinquième 
de minute, à i'^ de moins près, ou environ. 

Solution* Soit Bz s=s*— 10^ 5o'; du point a 
comme œntre et d'un rayon égal à la distance 
bz prise avec le compas soit coupée la circon* 
férence en Z; on aura Tare BZ = 4^*4o^ia'' 
avec environ i^^de moins. 

Démonstration^ Si dans ]'équation (7) on 
fait B = — io*5o', on trouvera par le calcul 



A = 4o'4^' ^J-g. Or on a --^ := g : on adonc 
en moins une erreur de — -g, c'est-à-dire de 



1'" environ. 



Si l'on avait fait le calcul avec de plus gran-» 
des tables , on aurait relevé l'erreur avec plw; 
de précision. 



PROBLÈME. 



247. Trouver Varc de 10" ou un sixième 



de minute qui surpasse densnron 



i"'. 



Solution. Soit l'arc Bz = -— 24^. Du point a 
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commecentre et d'un rayon égal à la distance ez 
prise avec le compas soit décrit un arc qui 
coupe la circonférence en Z; on aura l'arc 
BZ=: i6^i5'io'' avec l'approximation deman- 
dée. 

Démonstration» Si dans l'équation (9) on fait 
E = — 24% on trouvera pour résultat 

log sin A = 9^4469652. 

Ce logarithme se trouve être celui du sinus de 
i6®x5'io" — : donc l'excès ne va pas à deux 
tierces, 

PROBLEME. 

248. Trouver Varc de 5" ou dun douzième 
de minute as^ec une erreur inappréciable par 
les tables ordinaires et moindre que 2'". 

/" Solution. Soit l'arc BZ = 4°5o' j du point 
a comme centre avec un rayon égal à la dîsr 
tance eli prise avec le compas^ soit décrit un 
arc qui coupe la circonférence en un autre 
point Z'; on aura Tare BZ'= 32*'5i'5" avec 
l'approximation demandée. 

Démonstration. Si dans l'équation (9) on Êiit 
E=4*^o^ ^^ ^"''^ P^^^ résultat 
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log sm A = 9,7543692 ; 

or 

log sin 32*5i' = 9,7545529 , 

et la différence est i65; de plus, dans les ta-~ 
blés , la différence pour dix minutes .est 5^6 , 
c'est-à-dire précisément double de i63 : 
donc, etc. 

En calculant Terreur avec de grandes ta- 
bles, on la trouve moindre que 5à"'. 

II' Solution. Soit Tare BZ = 5i«3o'. Du 
centre a avec un rayon égal à la distance eZ 
prise avec le compas soit coupée la circon- 
' férence en un autre point Z' ; on aura Tare 
BZ' = 5i*5o'55" trop petit de moins d'une 
tierce. 

Démonstration* Si dans l'équation (9) on 
fait E sss 5i^ 5o', on trouvera par le moyen des 
tables ordinaires 

logsinÂ=:9,8956S65=:logsin5io3o'5o'' ^j 

laquelle fraction ^ se comparant à xo^, don- 
nera 5'' avec un excès moindre de l''^ On aura 
donc A=:5i''5o^55", lequel arc soustrait de 
Di'^Si' donnera 5'^ avec l'approximation de- 
mandée. 
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Mais il est temps de passer à la dëmonstra-* 
tioQ de l'usage qu'on peut faire des douze équa- 
tions précédentes quand on veut diviser la 
circonférence du cercle suivant la nouvelle 

manière des Français. 

» 

249. Suivant cette manière , la circonfé- 
rence se trouve divisée en 400 degrés ^ afin 

que le quart de cercle^ qui est le fondement 
de toute la Trigonométrie , soit par là divisé 
en 100. Chaque degré est divisé en 100 mi- 
nutes, chaque minute en 100 secondes, et 
ainsi de suite. On peut , si l'on veut , se dis- 
penser de dénommer les degrés, minutes ou 
secondes , la position des décimales faisant 
assez connaître la nature de ces fractions. 

250. Far conséquent on voit que 9 degrés 
anciens valent 10 degrés nouveaux, ou hien 
que 9*" = 0,10 j que 54' = o,oi ; que 27' 
= o,oo5 j que 5^2^" = 0,001 ; que 32"24'^' 
:= 0,0001 ; c'est-à-dire qu'un degré nouveau 
vaut 54 minutes anciennes, qu^une minute nou* 
velle vaut 5a"24'" de l'ancienne division , etc. 

251 • Les divisions obtenues exactement par 
le moyen des trois points a, b et e dans le 
second livre donnent jusqu'à la 2^0^ partie 
de la circonférence (59). L'arc qui forme cette 
partie est exactement de 1*52' de l'ancienne 
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division. Il ne s'exprime pas également avec 
un nombre fini de décimales dans la division 
moderne; le premier arc, formé par l'as- 
semblage de plusieurs 20^ qu'on exprime avec 
un nombre fini de décimales du quart de car- 

cle , est celui de -7- ou de 5- de la cifconfé- 
' 240 00 

rence , lequel est de ^ 3o^ = o,o5 du quart de 
cercle , c'est-à-dire de 5 degrés de la nouvelle 
division. Qn peut donc avec les méthodes du 
livre second et par le moyen des trois seuls 
points a , 6 et e pris hors de la circonfé- 
rence, la diviser eu deux parties égales , cha- 
cune de cinq degrés modernes, et cela avec la 
précision géométrique, ce qui est un des avan- 
tages de cette Géométrie. 

252. On pourrait, si l'on voulait, par la 
division des arcs en deux parties égales (60) , 
diviser ensuite la circonférence en arcs de^ 
deux degrés et demi chacun ou de o,025 , et 
continuer ainsi cette division; mais il est dair 
que par ce moyen on ne pourra pas avoir un 
degré avec précision. Il ne reste donc d'autre 
moyen à la Géométrie pour obtenir l'arc d'un 
degré (65), que celui de chercher quelque 
construction qui le donne au moins par ap-. 
proximation. 
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PROBLÈME. 



255. Trousser tare dun nous^eau degré y 
ou de OyOi ^ sans qu'il excède dun sixième 
de seconde de la nouvelle cUvision ou de V" de 
rancienne. 



if 



Solution. Prenez avec le compas la corde 
de iSS"" de l'ancienne division^ ou de qua- 
rante-six vingtièmes de la drconfërence (42)| 
et du point a comme centre décrivez un arc 
qui coupe le quart de cercle B/*en un point z} 
l'arc Bz sera de 1 1 degrés de la nouvelle divi- 
sion j d'où soustrayant l'arc de g* ==o, i o (252)^ 
on aura pour reste un arc =0^01 avec l'ap-* 
proximation demandéeé 

Démonstration. Si, dans l'équation (4)^ on 
fait A'= i85**/ on aura 

sin A = - (sin 45*^ + sin 1 85' + sin — g3) 
= - (sin 45* — sin 5* — sin Sy'). 

r 

On a ensuite 
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— sin 5* = — o,o52556o 

— sin 87' = — 0,9986295 
sin 45* = 1 ,2928952 

— 0,5458587 
~o> 17 19295. 

On a de plus 

sin9*»54' = 0,1719291 
sin 9^ 55' = o, 1 722 1 56. 

Den€ Farc Bz = A = 9*54^ avec le seul excès 
de -5Z*? d'une minute de Tancienne division . 

20D5 

c^est-à-dire sans qu'il y ait un excédant de /^"y 
et par conséquent, sans qu'il y ait erreur d'une 
seconde de la nouvelle; division. 

254. On pourrait, avec des tables un peu 
plus étendues que celles ordinaires, recher- 
cher cette erreur avec plus de précision. Dans 
tous les cas, elle est si petite, qu'en l'accumulant 
encore deux 0u trois fbis , elle né serait pour- 
tant pas sensible dans les plus grands quarts 
de cercle. Or, dans leurs divisions, on n'a pas 
besoin de l'accumuler plus de deux fois ; car 
on a déjà , avec la précision géométrique , l'arc 
de o,o5 (251 )• Si sur cet arc on trace deux di- 
visions d'un degré en commençant des deux 
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extrémités et allant en sens contraire , on aura 
marqué snr cet arc quatre points qui en don- 
neront la division en cinq degrés , et chacun 
de. ces points ne sera pas éloigné de sa véri- 
table position de six tierces entières de l'an- 
cienne division ^ ou d'un tiers de seconde, de 
la nouvelle. 

255. D'après ce problème, on supposera 
maintenant la circonférence divisée en 4oo 
degrés de la nouvelle division» 

PROBLÈME. 

256. Trousser Varc dun nouçecai demi-- 
degré y sans qu'il jr ait excès de six tierces 
de ïaruÂenne dis^ision ou dun tiers de seconde 
de ht ttom^elle. 

Soiititm. Prenez avec ie^ compas la distance 
dupoint b au point K, et du point e comme 
centre ayee ce rayon bK j décrivez un arc qui 
coupe la circonférence en' un point z ; vous 

anrez l'arc B ;z = — 4* ^^ ' f ^^^^ ^^ excè& 
moindre que 7'";' soustrayez - en un arc de 
3* =N/? (45), il viendra pour reste i**2iV 
c'est-à-dire un degré et demi de la nouvelle 
division : alors de tous les points des degré» 
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(225) pris pour centre et d un rayon égal il 
la corde de cet arc , on pourra diviser tous 
ces mêmes degrés en deux parties égales. 

Démonstration. Si dans Féquation (12) 
on ^t B = BK == iS"" (32) , on aura 

E = — 4*2i'j^;donc, etc. (242). 

PROBLiME. 

257. Trousser Varc dun cinquième de degré 
de la nouvelle dis^ision y sans qui il y ait excès 
dune seconde ancienne. 

Solution. Du point e comme centre avec 
un rayon égal à la corde de Si'' prise avec 
le compas décrivez un arc qui coupe le quart 
de cercle en Z; l'arc BZ sera de trente-sept 
degrés nouveaux plus un cinquième de degré, 
avec la précision demandée. 

Démonstration. Si dans Téquation (6) on 
fait E^ = Si"*, on aura 

E = 55^28' -^l^ = 55*28'48'' i^- 



a4a6 ^ a4ài 

Maïs 35«>28'48" =s 0,37a; donc, etc. 



I 
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PROBLÈME. 



258. Tromper Varc de quatre dixièmes ctun 
nouveau degré ^ sans qu'il y ait excès de !&" 
amiennes. 

i 

Solution. Soit Tare B Z = 76* 5o' j pais du 
point a oofnme centre: et d%ne ouyertiu^ de 
compas c= 6Z' prise pour rayon décrivez un 
arc qui coupe le quart.^e cercle en un point Z'; 
on aura l'arc BZ'= 0^094^ c'estnà-dîre de neuf 
xiouyeaux degrés et quatre dixièmes avec l'excès 
indiqué. 

Démonstration* Si dans l'équation (7) on 

faitB=s76*5o',eUedeviendraA = 8'*27' ^. 
Mais 8^:27' ^^ = 0,094? donc, etc. 



PROBLÈME. 



259. Dis^iser un degré de la noui^eUe di- 
sfision en dix parties égales. 

Solution. Après avoir divisé cet arc en deux' 
parties égales (256) , ôtez de l'arc de 0|Oo5 les 

20 
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arcs de 0,004 (258) et de 0,002 (257), et ron 
aura les arcs de 9,001 et de o,oo3, avec une 
erreur de quelques tierces de l'ancienne divi- 
sioQ seulement : ou aura donc tous le^ an:s 
par la division de l'arc de o,oo5 en dnq par- 
ties ; et divisant ensuite de la même manière 
l'autre moitié de Parc, il sera divisé en dix 
parti«B égales. 

260* On pourra soustraire et ajouter ces 
arcs, de manière que, balançant les errours 
en plus et en moins , on obtienne exactement 
la millième partie d'un nouveau degré : on 
pourra domc par la suite supposer le quart de 
cercle divisé en millièmes ou de dix en dix 
nouvelles minutes. On les considérera comme 
exaets pour la simplicité du calcul. 

PflOBIiÉME. 

261 . TVotti^r rare iTune nomeUe minute ^^ 
sans erreur dune tierce ancienne. 

Solution. Soit un arc Bjs = ~ i*îo'; la 
distance az sera corde d'un arc de 1,5609^ 
sans erreur d'une tierce ancienne. Soustrayant 
cet arc de celui de i,56i (260)^ ou aura lare 
de o^oooi.. 
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Démonstration. Si dans l'équation (i) ou 
feit A =— • l'^S', elle devient 

• A'= 122^28'^=;= Iû2«28'5l'W 

= 1,5609 (250): 
donc, etc. 

PROBLÈME. 

262. Trouver Tare de deux nouvelles mi- 
nuies y sans erreur cTune tierce ancienne. 

Solution. Soit l'arc Bzqp — 4^''; la dis^ 
tance bz sera corde d'un arc de o,44^^ ^^^ 
la précision demandée. Soustrayant de cet 
arc cdiui de 0,44^ (260) , l'arc restant sera 
de o,ooo2. 

Démonstration. Si dans Féquatîon (2) on 
fait B = — 48^, elle devient 

B = 59047' si = 39-0 W48'" 

= 0,4422 (250) : 
<lonc, etc. 

PaOBLÈME. 

SÏ65. Trouver l'arc de trois nouvelles mi^ 
nutesy sans erreur dune nouvelle tierce. 

Solution. Soit un arc Bz = — 78* j du 
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point a comme centre avec la distance ez 
prise pour rayon soit décrit un arc qui conpe 
le quart de cercle B/* en un point z' ; on 
aura l'arc Bz'= — 0,0187 avec la précision 
demandée; et soustrayant celui-ci de l'arc 
= — 0,019 (260) , on aura l'arc restant 
= — o,ooo5. 

Démonstration. Si dans l'équation (9) on 
fait E = — j8^, le sinus de A devient né- 
gatif; en changeant les signes dans les deux 
membres de l'équation , on a log sin A 
= 8,4678991. Or dans les nouvelles tables 
de Callet pour la nouvelle division du cercle, 
on trouve 

8.4678990 = log sin 0,0187; 

puis de log sin A=:=8,467899i 
soustrayant D 8=6,1960574 {F'. Callet), 

on aura 2, 27 1 84 1 7 =log 1 87,00004- 

On a donc A== — 0,018700004; l'erreur se 
trouve encore moins forte, si l'on emploie 
plus de chiffres dans les logarithmes. 

264. On a pour la position du point, dans 
les trois problèmes précédens, et spéciale- 
ment dans le dernier, une telle approximation, 
qu'on n'en peut pas désirer une plus grande. 
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Au moyen des arcs trouvés par ces problèmes, 
on peut diviser de plusieurs manières un mil* 
lième du quart de cercle (260) en deux par- 
ties égales 9 c est -à-dire en minutes de la 
nouvelle division du cercle. 

265* On pourrait de même obtenir des 
divisions plus petites, mais il faudrait em- 
ployer des tables plus grandes que celles dont 
je me sui» généralement servi dans les calculs 
des douze équations précédentes. On pourrait 
aussi, si Ton en avait besoin, étendre la di-- 
vision de la circonférence au-delà des minutes 
du nouveau système français. 

PROBLÈME. 

266* Dans wi cercle dun rayon donné AB ^ 
trouver une corde Bb qui approche dêtre égale 
au quart de la circonférence. 

Solution. Faites {Jîg. loi ) sur la circon- 
férence à AB = BC = CD » DE; puis à BD 
= Ba = Ea; du* point C pris pour centre et 
du rayon Ca décrivez un arc qui coupe la 
circonférence en b; Bb sera la corde cher- 
chée. 

Démonstration. AB étant supposée = i , si 
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Toa fait B C as A = 60"* dans Féquatioii (f ) ^ 



on aura 



A's= 45-55'^ = CÔ: 



2oo5 

donc Tare BCb sera de io5'55' — g j sa moitié, 

qui est de 5y4& ^^ , a pour sinus o^ySSSggS; 

donc la corde B6 aura pour valeur i pSj 1 1996. 
Le quart de la circonférence étant eosuite égal 
à 1,5707963, Terreur ne sera donc que de 
0,0004 environ. 

267. Suivant le rapport d'Archîmède, en 
supposant le rayon = i , on trouve pour le 

quart de la circonférence — = 1,6714 ^ donc la 

construction du problème ci -dessus (266) 
donne une plus grande approximation. Cette 
construction étant d'ailleurs très simple, il sera 
plus commode de l'employer dans la pratique 
que les autres que nous pourrions bien donner 
aussi ; mais , quoique susceptibles de donner 
dans la théorie un plus grand degré d'approxi- 
mation, elles seraient plus compliquées, et 
par conséquent plus sujettes à erreur. 
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PROBLÈME. 



3(i8. Dans un cercle dun rayon donné AB^ 
trouver Varc qui approche le plus étêire égal 
au rayon. 

SohMon. Faites sur la circonfiàrence 
BLGMFDOEe/ 0%. loa) à AB = BC =: CD 
sBErpE^; à BD=B<i = Ea; à ÂasBF 
ssDbsssidb = aL; à AB = FO, et enfin à 
frJPs OM; Tare LM sera celui qtd approchera 
le plus d'être ^al au rayon. 

Démonstration. Si dans Téquation (4) on 
fait A' = 90*, cet arc ayant pour corde aL> 
on aura 



BL=A = 20^42' 



786 



2721 

vComme on a de plus QM = 6 F corde de la 
cinquième partie de la circonférence (40) , ou 
de 72% et Tare F G = 60**; on aura Tare ¥m 
= 1 2^, et par conséquent 

l'arcLM^BF — BL — FM = 57«i/^ 

' ' 2721 

= 57^17^45"+ ...; 

onaura donc pour Tare égal au rayon 57* 1 7 '44'V 
«comme on le sait déjà; donc^ etc. 
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PROBI.ÈHE. 

969« Trouver le côté dun carré qui ap- 
proche le plus dêtre égal en surface à un 
cercle if un rayon dorme AB. 

Solution. Faites sut la circonférence 
BPCQDRE (Jig. io5), à ABs:BC=:GD 
=s DE; du même rayon B A et des centres B 
€t £ décrivez les deux arcs Xhc, AMd; des 
centres G et D et du rayon DB déoriyez lésons 
cNM, €/NL; faitesà ANs=BP = PQ, puis 
à LM = QR ; BR sera le côté cherché. 

' DérnonstroÈion^ Si dans le triangle isoscèle 
CND on suppose la base CD = i y divisée 
en [A en deux parties égales ^ on aura 

(CN)*=(C^)«H.(N/*)% 

OU 

donc 

ensuite on a (Ca)^ = (€/*)• + (A;*)^ , et par 
conséquent Afe = - v^5. Donc on aura 

AN=^(|/i9— l/a) = 0,7922869 
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valeur qui se trouve être celle de la corde de 
rare de 46V ^ = BP = PQ : donc l'arc 

BQ sera de 95-20' ^. Tirez les droites BL 

divisées par le milieu au point tï^BD^ Dn, 
BE^ et les perpendiculaires DeT^ hlj Mm per- 
pendiculaires à la même ligne BE aux points J^^ 
l et m. L'angle DBE étant égal à So"" Q20, lis^. 3)^ 
on aura 

sin DBE = - ; cos DBE=i i/5. 

On a ensuite^ suivant les propositions de la 
Trigonométrie^ 

cosDByi=^; 

sinDBn=j^oucosDB»=gV/5; 
et comme l'on a 

D«= t/[(DB)'==(Bi,)«] =1 v/ii , 

on aura 

sinDB»=:gv/35. 

On a ensmte (1 54) 

cos LBZ = 6 (DBn — DBE) = cos DBiz cos DBE 

+smDBnsinDBE=^(5H- »/35) = |^=B/ 
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(BL étant ^al à BA =s i) ; donc 

AZ = AB-BZ=^ (9-1/35), 

et par conséquent 

ZmssLM ss 2A/=:g (9 — v^55)= 0,5435729, 
valeur qui est celle de la corde de 5i*a8' — 

= QR : donc l'arc BQR sera de 124*^49' -r^; 

sa moitié 62" 24' -f-g a pour sinus 0,8863285 , 

et par conséquent on aura la corde de BQR 
= 1,7726566. Or en faisant le rayon ss i f 
on a la surface du cercle = 5,1415926, qui 
a pour logarithme 0,4971 499* ^^ moitié 
de ce logarithme, c'est-à-dire 0,2485749 
=log|/5, 141 5926, se trouve être log 1,772453. 
On n'a donc qu'une erreur de 0,002 environ; 
ce qui donne une approximation suffisante. 

270. Au lieu de AN, on aurait pu employer 
les lignes dL ou cM, qu'on doit trouver égales 
à cette ligne AN. 

Démonstration. Menez les droites dL et Dp 
au point p milieu de AN , on aura 

sin liD/7 ==gT« 
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Mais l'angle LD/) = ^LDt/=i (BD</— BDL) 
= 3o« — BDw : donc (1 54) 

sinLD/7 = -cosBDn — - ^/S sinBD» 

=1.^1/35--^ 1/3. i»/3; 
d'où 

L/> = DLsmLD/>=:i v/n —W^, 
et 

Lfl? s= i |/i I — i 1/5 =s AN. 

2 2 



PROBLEME. 



271 . Étant donné le côté AB dun carré 
(fig. io4), twïwer le rayon dun cercle qui 
approche de lui être égal en surface. 

Solution. Du centre A avec le rayon AB 
décrivez la circonférence BCFDLPMEû? j faîtes 
àAB = BCs=:CD=:DEs:r£^;du centre B 
et avec le rayon BD décrivez Tare dn'UJia; 
du centre E et avec le même rayon coupez 
cet arc en a; faites à Aa = BF=:Dô=:iiè 
et à AB = D/î = rfN ; du centre C et avec le 
rayonCN coupez la circonférence en P; faites 
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à NnssPM età FBz=CL; on aura LMpour 
le côté cherché. 

Démonstration, Si Ton fait ÂB =s i , ie 
triangle BN</ ayant les côtés respectivement 
égaux à ceux du triangle BDL de la'fig. io3, 
on aura ' 

8iniéfBN= g v/5; cos^<£BN=gi/53 (270); 
d'où 
sin</BNs=afiin^<;fiNcos^^BN (454) 

r=g v/iïîCOS£œN=v/(»-sin''^) 

5 
==g. 

De plus, l'angle OBdf étant droit (3i , Uv. 3), 
on aura 

cosGBN=sinrfBN = gï/ii- 

Mais on a par la Trigonométrie , 

(CN)*=(BG)*+(BN)*— aBG.BN.cosCBN: 

donc 

CN=v/(4-3V/3.|i/ii)=ï/(4-i|/55) 
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que l'on trouve être la corde de 02° 26' — 4 
^ CP; puis on a 

smNBE=y^==sin(CBE — CBN) 

=(1 54)sin6o*cosCBN-cos6o»sinCBN 

on aura 

Nn=2BN.sinNBE 

=g(3ï/ii— 5i/3)=o,3i49367, 

que l'on trouve être la corde de la'ao'-^— 
^ 2892 

=PM.Onanradoncl'an:CPM= 104-46'^; 

d'où soustrayant l'arc CL , qui est un cinquième 
de la circonférence (40)= ^3', il restera l'arc 
LM =z= Sa" 46' M — dont on trouve la corde 
= o564S374- Or nommant 'X le rapport.de la 
circonférence au diamètre et R le rayon du cer- 
cle, on a, comme on sait , sa surface^^.^B.'; 
faisant donc ^R*= i , qui est la surface du 
carré du rayon AB = i , auquel on veut que le 
cercle soit égal> on aura 



K=^i 



J 



t 

r 
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et 


• 


logR = 


: — i . log * 5= — 0,2485749 


= 


: — I -f- 0,7614351 = log o,564i8g6; 



Terreur ne sera donc pas de 0,0002. 

PROBLÈME. 

27SS. Étant donné le rayon AB itune sphère 
(fig. io5), trouver le côté dun cube dont la 
solidité approche détre égale à la moitié de 
celle de la sphère. 

Solution. Après avoir décrit du centre A avec 
le rayon AB la circonférence BGCDPE^f; 
Élites à AB = B C = CD = DE == Ed; du 
centre B avec le rayon BD décrivez l'arc 
aDN^f; du centre E et avec le même rayon 
«oit coupé œt arc en a; Eûtes à AB = aG 
sa dN; et à *CN == CP; PG sera h côté 
cherché. 

DémonstrtUian. Esi effet, on aura (271) CN 

corde de oa^'âG'-— ^. On aura ensuite GC 
^ 2010 

= i5'(5S8)î d'oùPG= io7«26'M , dont 
la corde, en fiûsaat AB =s i , se trouye être 
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égale à 1,6132696. Or dans la même hypo- 
thèse, et supposant le rapport de la dicon- 
férence au diamètre e= 7, on a 

la solidité' de la sphère := | tt, 

et son logarithme ^ log 4 + It^ ir — log 5 

= 0,6220886, 

dont le tiers 0,2073628 se trouve être le lo- 
garithme de 1,611991; et par conséquent l'er- 
reur qui en résulte ne va pas à o,ooo3. 



275. Ètara donné le côté AB dun cube 
(fig. 106), trouver le rajon dune sphère qui 
{^proche de lui être égale en solidité. 

Solution. Du centre A avec le rayon AB dé- 
crivez la circonférence BLCMFDE; faites à 
AB = BC = CD = DE;àBD = Ba = Ea; 
âAa = BF; puisa Fa=FM, etàFA=FL; 
LM sera le rayon cherché. 

Démonstration. On aura l'arc FL ^ 60' 
(i5, liv. 4)- On a ensuite, en fusant AB=iy 

oFîsiAfl— AF=i/2— I (a7)=o,4i42i56. 
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que Ton trouve être corde de 55*54' -^g- On 

aura donc Tare LM = 5fl^5' ^g^g > V^ ^ V^^^ 

corde 0^6195986. Or la solidité d'une sj^ère 
qui a R pour rayon , e&t, comme on sait; 

exprimée p« la fom.de | , R', d l'on tt 

I ^ R^ = I y qui est la solidité du cube donné; 

on aura 

logR— Jog3 — log4 — log^ 

= — I -f- 0,795637 1 = log 0;6!2o55o4 ; 

donc l'erreur en moins qui en résulte ne va pas 
à O9OO08. 

274. Comme toutes ces approximations 
dans la rectification , la quadrature et la cu- 
bature de la circonférence du cercle et de la 
sphère , et dans les problèmes inverses , ne 
font pas erreur d'une millième partie du rayon, 
on les regarde conime suffisantes dans la pra- 
tique. Quand on voudra pousser plus loin les 
approximations , il n'y aura autre chose à faire 
qu'à trouver en degrés et minutes l'arc dont la 
quantité linéaire que Ton cherche est la corde; 
puis tirer cette corde dans le cercle , après l'a- 
voir divisé dans le nombre trouvé de degrés et 
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miautes , en employant les méthodes précé- 
demment démontrées (255^ 242). 



PROBLÈHE. 



275. Doubler le cube par approximation. 

Solution. Soit AB le coté du cube quW 
veut doubler (/%. 107); après avoir décrit 
du centra A avec le rayon AB la circon- 
férence BQMNCFPDErfe, et y avoir fait 
àAB=BC = CD=DE, àBD=B«=i=E«, 
àAa=BF;etàFA = FNj étN sera, à très 
peu de chose près , le côté du cube double. 

Démonstration. L'arc BN sera un douzième 
de la circonférence ( 51 ) = 5o** j si Ton fait cet 
arc BN = A dans l'équation (1), Tare A', dont 

aN est la corde ^ sera = 78* a' -^g. On a donc^ 

en faisant AB = i , 

aN = 3 sinSg'^ i' ^^= 1,3592800; 

<m a ensuite 

4/2 = 1,2599209. 

IJettigm en moins qui en résulte n'est donc 
paa de 0,0007. 
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//' Solution. Si l'on voulait une plus grâoide 
approximation , après avoir fait la construction 
de la première solution y et avoir fait en outre 
à AB=zBd=:dc, à Aa = BF =D6 = db, 
ka^ = cMzsiÛr, àFô = FQ; PQ sera le 
c6të cherché y avec ime approximation |4as 
grande que dans la solution précédente. 

Démonstration. Comme ^ pour la démonstra- 
tion de la première solution ^ on a Tare cM 

s=78*2'^g7g = MP, on aura Tare cMP 

= i46*5' ^g^g i P^5 soustrayant Tare FQ 

= 7^** (40) d^ Tare FBc = i5o* (27, 29), 
on aura Tare restant cQ = yS'; en le sous- 
trayant de l'arc cMP, on aura Tare QP 

= 78*^5' ^7g 9 dont la corde se trouve être 

== 1,2599190; Terreur en moins qui en ré- 
s;ulte ne sera donc que de 0,000019, c'est- 
à-dire à peine de deux millionièmes de rayon. 

PROBLÈME. 

276. Tripler, quadrupler^ etc. j et octU" 
pler le cube (fig. 108). 

Solution. Soit ÂB le côté du cube dcmné; 



J 
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du centre A et avec le rayon ÂB décrivez la 
drconférence Ba)G^iCéyFLDO£^c; faite&-y 
à ABs=BC = CD =DE = Ed=zdc} des 
centres B, c, d, E, D avec le même rayon 
AB décrivez les arcs Attc, ^d, c^AlJ^E, 
Apdp ArE ; du centre B ftvec le même rayon 
BD décrive l'arc dxifDa; du centre E et avec 
le même rayon coupez cet arc en a; des cen- 
tres C et D et avec le même rayon décrivez 
les arcs cpqE, B^^xd, faites à Aa=BF; à 
AB = FO = aG=GL, à EL— ac», à ^r 
z=:Be, a pJ^=iBfi, et à qrzrz/jLv} on aura 

AO J j double (275)^ 

C/3 / I triple^ 

OG f ' A*' I quadruple ^ 

^ I pour côte J ^ . ^ K 

^^ r J x. \ qumtuple, 
( du cube \ ^ i ' 

C€ i I sextuple ^ 

cy 1 / septuple y 

BE j [ octuple. 

Démonstration. Si l'on fait AB = i, on 
aura (271) 

CJ^= V^(4 — i V/33)= 1,4422495 ; 

on a ensuite v^S = 1,44^^49^ ' ^^^^ Texcès 
n'est pas de 0,002. 
L'arcOFG étant de io5^ (29, 50), sa corde 
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OG sera égale à 2 sîn Sa^Sa'ss 1,5867066. On 

s 
a de plus y 4 = 1,5874007 ; donc ce qui man- 
que est de 0,0007 environ. 

• 5 

On aura ensuite Tare EL = — 7 de la drcon- 

fërence ( 52) = yS^j si dans l'équatîon (4) on 
fait A' = 75% on a 

Farc A = Bû» = 52^37' "rfe î 



et comme F0=6o* (i5, /iV. 4), on aura 

rarcOFû>=ii7»52'^I, 

^ 2454 ' 

qui a pour corde 1,7102744- On a ensuite 

1/5=: 1,7099757; donc l'excès n'est, pas de 
o,ooo3. 

Puisque BD = Br = D9r= |/5 , et Dr 
= B'tt = 1 , on aura (25) 

çrr.BD=(BD)*— (B^)% c.-a-d.^r. 1/5=3; 

d'où 

3 1/3 =i 1, 1547005, 

que l'on trouve être la corde de 70** 3 1' î|^ 

= B€. On aura donc l'arc cBcde i3o*3i'-'^;;, 

2373' 

qui a pour corde 1,8164964* On a ensuite 
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1/6=1,8171204 : donc on fait une erreur en 
moins qui n'est pas de 0,0007. 

Les deux triangles CJ^p, BpJ^^ ayant- les 
côtés respectivcitient égaux , seront égaux 
(8 et 26, &V. i); et comme ils sont sur la 
même base pS", les droites pcT^ BG seront 
parallèles entre elles (5q, Us^. i). On aura donc 
l'angle CBcT = BJ^/? (27, lis^. i). 

Donc cos CBeT =g /ii (271) = cosBJ^/i. 

On a ensuite par la Trigonométrie , 

(B/?)*=(BJ^)*+(pcr)»-.2BJ^./>J^.cosBJ^/>î 

et les lignes B/? et G «T étant égales , puisqu'on 
les détermine par la même construction, on 
aura 

d'où 



I Jw^m / fVV. fV I 



I - 1 1/35 == Cf cT)* -/>«r. J y/35 : 

ajoutant dans les deux membres de l'équation 
le carré de g l/53, on aura ' 

(i ^J 1/33)* = (pj^~^ 1/33)'; 
d'où 
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/>J^-.^»/55 = =fc(,-i»/53). 
On a ensuite ( 33) 

c'est-à-dire /? «T = i — C/^^)S ®* P!^ 
séquent la ligne /icT est plus petite que l'u- 
nité ; puis on déterminera pj^ = ^ v/35 — i 
s=: 0^9148541 f que l'on trouve être c<»de 
de Tare de 54*26' •^^. On a ensuite qr 
=s LM de la fig. io5 = la corde de l'arc de 
5'"^8'5^(a69-donc 

ra«:cBiU, = 6o«+54-a6'l|g+5i-a8'^ 

— 140 OD 3g^^ , 



arc dont on trouve la corde cv =s 1,91 222 14< 

3 

On a ensuite yj = 1^9129309; donc on fait 
une erreur en moins qui n'est pas de 0,000702 ; 

on a enfin BE = à = y 8 : donc , etc. 
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PROBLEME. 

277. Sous-doûbler le cube par approxima-- 
tion (fig. io8). 

Solution. Soit AB le côté du cube éonné^ 
du centre A ayec le rayon AB décrivez la 
circonférence BCDE^^ et faites à ABsasBC 
= CD =:DE == Eé/; du centre B avec le 
rayon BD tracez l'arc DJ'd; du centre d 
avec le rayon ^A tracez l'arc AeTE; D «T sera 
le côté cherché. 

' Démonstration. La droite DcT de cette figure 
a été déterminée comme celle dL de la fig. io5. 
On aura donc (269) DcT = 0,792286g. Or 

onsLy- =0,7957039 : donc on fait une ei>- 

reur en n)oins qui n'est pas de o,ooa« 

278* Nous n'ayons pas voulu ^mettre les^ 
sokiAions de ces deux derniers problèmes , quoi- 
qu'il y ait erreur dans quelques résultats , sa- 
voir, dHm ou deux millièmes dans les uns, et 
de quelques dix -millièmes dans les autres^ 
parce que ces erreurs sont souvent négligeables, 
et que d'ailleurs les solutions en sont simples» 
On peut avoir des valeurs beaucoup plus exactes 



3^8 GIËOMÉTRIE DU COMPAS. 

que les précédentes pour former ëes cubes^ non- 
seulement dans les rapports ci-dessus exprimés, 
mais encore dans d'autres^ si Ton cherchait les 
arcs exprimés en degrés^ minutes et parties de 
minutes qui ont pour coxdes les racines cu- 
biques , ou leurs moitiés , leurs tiers , etc. , 
nécessaires pour la construction du cube 
cherché; on retirerait ensuite ces cordes du 
cercle divisé exactement en degrés , minu- 
tes , etc. (245 , 244) , et on les emploierait 
ensuite , ainsi que leurs multiples ^ à la même 
construction du cube. 

279* C'est ici que se termine enfin la Géo- 
métrie du G>mpas ; si elle est accueillie favo- 
rablement des géomètres ^ et si elle peut être 
de quelque utilité aux artistes , aux dessina- 
teurs , et spécialement aux ingénieurs en'ins- 
trumens de Mathématiques à Tusage des géo- 
graphes et des astronomes^ je me trouverai 
bien récompensé du long ennui que m'a coûté 
sa cimiposition. 
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